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背景介绍 欧拉示性数

从多面体的欧拉公式讲起

图: 一个球面 S2
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背景介绍 欧拉示性数

从多面体的欧拉公式讲起

−→

剖分方式

点的个数 V

(0 维胞腔数)
4 8 6 20 12

棱的个数 E

(1 维胞腔数)
6 12 12 30 30

面的个数 F

(2 维胞腔数)
4 6 8 12 20

规律： χ := V − E + F ≡ 2，χ 称为“Euler 示性数”
观察 1： S2 上存在很多种三角剖分方式； Exist.
观察 2： χ(S2) = 2 与剖分的方式无关。 Essentially Unique.
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背景介绍 欧拉示性数

曲面的三角剖分

定理 (Radó, 1925)
所有的曲面 (即 2 维流形) 都存在 P.L. 结构，即可被三角剖分。

注: 给定曲面上的剖分“本质上”是唯一的。

↓

χ(T2) = 0 χ(2T2) = −2 χ(3T2) = −4

规律: χ(M) = 2− 2g，g 为闭曲面的亏格 (genus)。
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背景介绍 单纯同调论

单纯同调群

单形 (Simplex)：

各维单形沿着“面”粘起来的几何体称为单纯复形；
单纯复形上全体 q 维单形生成的自由 Abel 群，称为 q 维链群 Cq；
Bq ⊆ Cq 为 q 维边缘链群，即 Cq+1 中元素的“边界”；
Zq ⊆ Cq 为 q 维 闭链群，即 Cq 中“首尾相接”的元素。
Hq := Bq/Cq 称为 q 维同调群。

注：如果一个拓扑空间 X 上存在三角剖分 (同胚于单纯复形)，且三角剖
分是唯一的，那么它有良定义的单纯同调群 Hq(X), q ∈ Z。

陈以恒, 徐敬浩, 王思帆 三角剖分猜想 2025 年 5 月 8 日 6 / 22



背景介绍 单纯同调论

单纯同调群的应用

定理 (Radó, 1925)
所有的曲面 (即 2 维流形) 都存在 P.L. 结构，即可被三角剖分。

注: 给定曲面上的剖分“本质上”是唯一的。
因此我们可以通过计算单纯同调群，来区分不同的曲面！

H1(S2) = 0 H1(T2) = Z2 H1(2T2) = Z4 H1(3T2) = Z6

以上曲面的 1 维同调群不同，因此两两不同胚！
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项目介绍 三角剖分猜想的发展历程

以上结论的任意维的推广？

推广需三角剖分的存在唯一性，此答辩重点讨
论存在性：

猜想 (三角剖分猜想, Kneser, 1926)
任意 n 维的拓扑流形 Mn，Mn 同胚于一个单
纯复形 (即可被三角剖分)

图: Hellmuth Kneser

n = 3：ok! (Moise 1952) 3 维流形都是光滑的，因此都可三角剖分。
n = 4：no! (Casson 1990) Casson 不变量用于 Freedman 的 E8 流形，
证明它是一个 4 维但不可剖分的流形。
n ⩾ 5：no! (Galeswki&Stern 1979) 将全体 n ⩾ 5 流形是否能三角剖
分的问题转化成一个“特定的正合列”是否裂正合的问题；
(Manolescu 2013) 使用规范场论的方法构造出合适的不变量，证明
了那个“正合列”不是裂正合的，因此 n ⩾ 5 均存在不可被三角剖
分的流形。
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项目介绍 Galewski&Stern 的工作

Galewski&Stern 的工作

定理 (Galewski&Stern, 1979)
若正合列

0 → ker(µ) ι−→ Θ3
µ−→ Z/2 → 0 (1)

是裂正合的, 则所有维数为 n ⩾ 5 的流形上都存在三角剖分.

这里 µ 是 Rokhlin 同态，Θ3 是 3 维的同调配边群。
除此之外，Galewski&Stern 的工作揭示了一系列的等价条件：

所有 n ⩾ 5 的流形可剖分⇐⇒正合列 (1) 裂正合 (2)
⇐⇒∃[Y] ∈ Θ3 s.t. 2[Y] = 0, µ(Y) = 1 (3)
⇐⇒ N5 上存在三角剖分 (4)

这里的 N5 被称作“Universal 5-manifold”(万有 5 维流形)。

陈以恒, 徐敬浩, 王思帆 三角剖分猜想 2025 年 5 月 8 日 9 / 22



项目介绍 Galewski&Stern 的工作

一系列等价条件

所有 n ⩾ 5 的流形可剖分⇐⇒正合列 (1) 裂正合 (5)
⇐⇒∃[Y] ∈ Θ3 s.t. 2[Y] = 0, µ(Y) = 1 (6)
⇐⇒ N5 上存在三角剖分 (7)

这里的 N5 被称作“Universal 5-manifold”(万有 5 维流形)。

结论 1：
如果给出了 N5 上的三角剖分，就证明了所有 n ⩾ 5 的流形都可剖分；
结论 2：
如果证明了 (1) 不是裂正合的，那么 N5 就是不可被剖分的例子！
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

Universal 5-manifold 的构造

我们的工作：
1 修正了原文中的很多书写错误；
2 将“Universal 5-manifold”的构
造可视化。
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

1. 取 H3 是同调球，且 µ(H3) =
1(如 Poincaré同调球)。它将成为
P.L. 结构存在的障碍。并且 H3

是一个 4 维流形 W4 的边界，再
作锥形将其做成闭流形 X4。

2. 取一个柱形 X4 × [0, 1]，在柱
形的两侧作“反定向的边界连通
和”，使其成为不可定向的流形.
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

3. 反复做拓扑锥，并添加 exterior collar，使 H3 成为 P.L. 结构的“link”
阻碍。事实上，它是 L = x × [0, 1] ∪ y ∗ (x × {0, 1}) ∼= S1 的 link。

−→
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

利用 P.L. 横截 (transversality) 的性质，将“领子 (collar)”剪掉一半，使
切口成为流形 W 的边界，并将原来的流形补成一个闭流形，这样我们
就构造出了 N5！

−→
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

图: Universal 5-manifold

X × 1
2 与 L 的 Poincaré 对偶分别对应非零的 w1 和 ∆，因此

Sq1(∆(N)) = w1(N) ⌣ ∆(N) ̸= 0 就满足 Universal 5-manifold 的要求！
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

Manolescu 的技术概览

对于整同调球 Y，[Y] ∈ Θ3，可以定义它
的构形空间 C(Y) = Ω1(Y; iR)⊕ Γ(S)，考
虑它在“归一化的规范作用”G0 下的商空
间，得到无穷维空间 Coulomb slice V
在 V 的有限维逼近上可以定义
Seiberg-Witten 方程的 Morse 同调，进而
可以定义 Pin(2) 等变的 Seiberg-Witten
Floer 同调 SWFHPin(2)

∗ (Y;Z/2) 图: Ciprian Manolescu
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项目介绍 Universal 5-manifold 的构造

Manolescu 的技术概览

SWFHPin(2)
∗ 的环结构由三条无穷长的 v 作用的“塔”构成，

deg v = −4，彼此通过 −1 次的作用 g 连接
次数从高到低的第 2 个塔的次数为 2µ(Y) + 1 mod 4，记它的最低
次数为 B，则 β = B−1

2 ≡ µ mod 2

β 是同调配边不变量，还满足对偶性 β(−Y) = −β(Y)，因此，若
2[Y] = 0 ∈ Θ3，且 µ(Y) = 1，那么 Y 与 −Y 同调配边，故
β(Y) = β(−Y)，因此 β(Y) = 0，这与 µ(Y) = 1 矛盾。

综上就说明了正合列 0 → ker(µ) ι−→ Θ3
µ−→ Z/2 → 0 不是裂正合的。

因此 n ⩾ 5 的三角剖分猜想错误：
Mn = N5 × Tn−5 就是不可剖分的 n ⩾ 5 维流形。
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项目介绍 不同范畴间的关系

其他范畴的情况

Top 为拓扑流形的范畴
P.L. 为分片线性 (P.L.) 流形的范畴
Diff 为光滑流形的范畴

Top ⊋ P.L. ⊋ Diff

Question: 可三角剖分的流形的范畴 Tri 应该放在什么位置？
Answer:

Top ⊋ Tri ⊋ P.L. ⊋ Diff
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项目介绍 不同范畴间的关系

其他范畴的情况

图: 各类流形的 Venn 图

1 光滑流形上存在唯一的 P.L. 结构 (Cairns 1935, Whitehead 1940)，
n ⩽ 6 时二者等价。

2 P.L. 流形上有组合三角剖分结构，因此必可被三角剖分。
3 n ⩽ 3 时，拓扑流形一定有光滑结构。(Moise 1952)
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项目介绍 与广义 Poincaré 猜想的对比

与广义 Poincaré 猜想的对比
表: 三角剖分猜想在各范畴下的解决情况

范畴 解决状况

拓扑 n ⩽ 3 正确，n ⩾ 4 错误
P.L. 各维数均正确
光滑 各维数均正确

表: Poincaré 猜想在各范畴下的解决情况

范畴 解决状况

拓扑 各维数均正确
P.L. 除 n = 4 未解决外，其余维数均正确
光滑 n = 1�2�3�5�6�12�56�61 正确，

其余奇数维均错误，超过一半的偶数维错误，
还有少于一半的偶数维未解决 (尤其是 4)
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项目总结 我们收获了什么

我们的收获

确定了攻读研究生的方向：
几何与拓扑
学会了很多几何与拓扑基础知识：
微分流形、黎曼几何、代数拓扑、纤维丛与示性类等研究生课
了解了一个方向的概况：
三角剖分猜想、Poincaré 猜想、Freedman 的单连通 4 维流形分类定
理、初步的规范场论等

我们收获颇丰，这些收获将成为我们继续在几何与拓扑方向深造的桥梁。
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