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1 简介

1 简介

三角剖分猜想是上个世纪以来几何拓扑领域的重要问题之一, 它串联起
了一条研究的主线.
一个可以被三角剖分 (或者称单纯剖分) 的空间对应一个单纯复形, 单

纯复形是研究拓扑问题的强大工具. 它是一个带组合结构的拓扑空间, 亦可
视作一个有限的集合, 它的子集之间有组合结构, 规定了哪些 n ´ 1 维空间
是哪些 n 维空间的面；直观上来看, 就像立方体一样, 是一个规定好了体、
面、棱、点之间关系的图形, 这能够帮助我们直接定义一些不变量.
流形是另一类性质良好的拓扑空间, 它在局部上同胚于一个欧氏空间,

也就是说它有很好的局部结构；流形很普遍, 比如球面、Möbius 带、射影空
间等等. 局部欧氏的性质让我们有机会在更普遍的空间上计算微积分, 然而
这种局部性质几乎反馈不出流形的整体信息. 如果一个流形有光滑结构, 那
么我们可以计算整体的微积分. 好消息是小于等于三维的拓扑流形上存在唯
一的光滑结构, 因此像三维庞加莱猜想这类纯拓扑的问题可以用分析和方程
的工具来解决, Perelman 就是利用 Ricci flow 这种偏微分方程的工具解决
了三维庞加莱猜想.
对流形做三角剖分是研究其整体性质的强力手段；比如欧拉示性数最

初是由多面体引出, 后来可以推广高维的多面体, 进而推广到可被三角剖分
的流形. 我们可以证明, 对于给定的流形, 它的欧拉示性数和剖分的方式无
关, 也就是说, 它是一个拓扑不变量；这种情况下, 我们更关心流形的三角剖
分是否存在：一但存在,我们就可以借助剖分结构计算出良好定义的拓扑量；
相较于纯拓扑的手段, 这种计算往往是简单的.
此外, 借助拓扑空间上的三角剖分, 我们很容易计算它上面的单纯同调.

一类应用广泛的同调论是奇异同调, 它可以应用于所有的拓扑空间, 但具体
的计算往往是复杂的；单纯同调只能用于存在三角剖分, 且三角剖分本质唯
一 (即在有相同重分的意义下) 的拓扑空间. 一些特殊的拓扑空间剖分不本
质唯一, 甚至可能不存在剖分. 尽管有缺陷, 单纯同调在拓扑学中仍有重要
地位, 由于它的定义更直观、计算更直接, 方便我们得出很多性质较好的空
间上的结论.
一般的拓扑空间上三角剖分的存在唯一性被证否后, 数学家关心三角剖

分在流形这种正则性更好的空间上的存在唯一性. 理想的状况是, 一个拓扑
空间是流形的同时还是一个单纯复形 (即流形可以被三角剖分), 这样它就兼
具了良好的局部性质和整体性质.
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2 三角剖分与组合三角剖分

于是数学家们有猜测：

猜想 1 (三角剖分猜想). 一个拓扑流形同胚于一个单纯复形

这个问题最早由 Kneser 在 1926 年提出, 直到 2013 年 Manolescu 正式
解决了这个问题 [Man15].

历史上这个问题的解决是分维数进行的；事实上, 在 n = 2, 3, 4,ě 5 上
的研究方式各不相同.

n ď 3 的情形是最早解决的, 而且激励人心的是, 这些情形三角剖分猜
想都是正确的.
当 n ě 4 的情形高度开放的时候, 数学家们退而求其次, 不局限于

最一般的拓扑流形 (即拓扑范畴), 而是研究三角剖分猜想在正则性更好的
P.L.(即 piecewise linear, 分片线性) 范畴以及光滑范畴下的表现.
各维数的三角剖分猜想在光滑范畴下均是正确的；P.L. 范畴下的流形

拥有比单纯剖分更强的组合剖分, 故也均是正确的；在拓扑范畴下, 当 n ě

4 时, 有不存在 P.L. 结构的例子, 而研究 P.L. 结构存在性的工具 Kirby-
Siebenmann class 也可以复合 Bockstein 同态, 用于研究单纯剖分.
当数学家们构造出 4 维的不可剖分的流形, 否定了 4 维的三角剖分猜

想时, 由于 4 维的怪异表现 (比如 Rn, n ‰ 4 都有唯一的光滑结构, 而 n = 4

时光滑结构有不可数无穷个), 并不敢断言 ě 5 时结论的正确与否, 而 n ě 5

的三角剖分猜想自 Galewski&Stern 在 80 年代的进展以来, 长期悬而未决,
直到 Manolescu 21 世纪以来构造的 Pin(2) 等变 Seiberg-Witten Floer 同
调, 揭示了更多的对称性, 证否了 n ě 5 的猜想.

2 三角剖分与组合三角剖分

首先给出不同范畴下流形的定义以及单纯复形的定义, 进而描述流形的
三角剖分以及组合三角剖分的概念.

定义 1. Mn 是一个有可数拓扑基的 Haussdorff 空间, 若 @x P X, 存在 x

的邻域 U ,ϕ : U Ñ Rn 是同胚映射, 则称 M 是一个 n 维拓扑流形, (U, ϕ)

是 x 点处的坐标卡.

定义 2. 若 Mn 是拓扑流形, 一个坐标卡的集合 tUi, ϕiuiPI ,
Ť

i Ui = M 称
为 M 的图册. 其中连续映射 ϕi ˝ ϕ´1

j : Rn Ñ Rn 称为转移映射. 若全体转
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2 三角剖分与组合三角剖分

移映射均为光滑映射, 则称 M 是光滑流形, 其极大图册称为 M 的一个光滑
结构 (这里指的是在光滑同胚下的等价类).

定义 3. 若 Mn 是拓扑流形, 且转移映射均为 P.L.(分片线性) 映射, 则称
M 是 P.L. 流形 (分片线性流形), 其极大图册称为 M 的一个 P.L. 结构.

定义 4. (V, S)称为抽象单纯复形,若 V 为顶点集, S Ă P(V ),使得若 σ P S

且 τ Ă σ, 则 τ P S. @σ P S, |σ| = d, 若将 σ 换做 d 维单形 ∆d, 称为 (V, S)

的几何实现, 记作 K, 称作单纯复形,|K| =
ğ

∆dPK

∆d 称为 K 的底空间.

后面我们不区分抽象单纯复形与其对应的单纯复形, 记 K = (V, S).
单形 τ P S 的 star 为

st(τ) = tσ P S|τ Ă σu

S1 Ă S 的闭包为

Cl(S1) = tτ P S|τ Ă σ P S1u

单形 τ P S 的 link 为

lk(τ) = tσ P Cl(st(τ))|τ X σ = ∅u

仅要求拓扑流形同胚于单纯复形的剖分我们称为单纯剖分：

定义 5 (单纯剖分/三角剖分). n 维拓扑流形 M 可被三角剖分, 当且仅当存
在同胚 φ :Mn Ñ |K| , 其中 K 为单纯复形.

为了更好地研究流形的剖分, 我们需要引入组合剖分的概念. 本文中提
到的三角剖分若不加“组合”的定语, 均指的是单纯剖分.

如果我们对单纯复形要求更多的“组合结构”, 即要求它也得是“局部
欧氏的”, 则有组合三角剖分：

定义 6 (组合三角剖分). n 维拓扑流形 M 可被组合剖分, 当且仅当存在同
胚 φ :Mn Ñ |K| , 其中 K 为单纯复形, 且 @A P K,lk(A) P.L. 同胚于标准
球面.

事实上, 一个流形有组合三角剖分当且仅当它是一个 P.L. 流形.
组合剖分是比单纯剖分更强的一种剖分, 但它的正则性比微分条件更

弱, 而性质上更贴近单纯剖分. 人们可以在组合剖分的基础上研究单纯剖分.
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2 三角剖分与组合三角剖分

一个有单纯剖分而没有组合剖分的例子是 Poincaré 同调球 P 3 的 Dou-
ble suspention Σ2P . 由 Double suspention 定理可知,Σ2P – S5, 故 Σ2P 上
存在三角剖分；然而它锥点处的 link 是 ΣP , 它不 P.L. 同胚于 S4(甚至不是
流形), 故无 P.L. 结构, 即不可组合剖分.
事实上,在拓扑流形M 上存在组合剖分存在性的障碍——Kirby-Siebenmann

class ∆(M),只需在上同调序列中复合一次 Bockstein同态 δ,就得到了单纯
剖分存在性的障碍 δ(∆(M)).
关于三角剖分的唯一性, 曾有一个重要的猜想：Hauptvermuting(全称

为 die Hauptvermuting der kombinatorischen Topologie,即组合拓扑主要猜
想), 详参见 [ARC96].

猜想 2 (多面体 (拓扑空间) 的 Hauptvermutung). 一个可三角剖分的拓扑
空间的两种剖分方式有组合等价的细分.
或者等价刻画为：两单纯复形若同胚, 则 P.L. 同胚, 且同胚映射同伦于

它们之间的 P.L. 同胚.

多面体的 Hauptvermutung 于 1961 年由 Milnor 证否. 进而我们好奇
正则性更强的空间上剖分是否唯一, 如流形：

猜想 3 (流形的 Hauptvermutung). 两个 P.L. 流形 Mn 和 Nn, 若同胚, 则
它们 P.L. 同胚, 且同胚映射同伦于它们之间的 P.L. 同胚.

流形的 Hauptvermutung 最后也被证否了.
若一个可三角剖分的流形的两种剖分方式有组合等价的细分, 则称这两

种剖分是本质唯一的 (essentially unique).
后面我们将介绍, 对于光滑流形而言, 它的所有三角剖分都是本质唯一

的.
流形上存在两种不同的三角剖分 (单纯剖分)结构的例子如 Poincaré同

调球 P 3 的 double suspension, 我们上面已经提到了,Σ2P = S5, 且 S5 上
有一个标准的 P.L. 结构, 它是由 S3 的标准 P.L. 结构经两次 suspension 得
到的. 然而由于 S3 fl P 3, P 3 上的 P.L. 结构经过两次 suspension 后，由
Double suspension 定理，得到 S5 的一个三角剖分结构（前面提到了，这不
能是 P.L. 结构），但与 S5 的标准 P.L. 结构非组合等价, 否则与 S3 fl P 3

矛盾. 这样 S5 上就有两个不等价的三角剖分结构：一个由 S3 的 double
suspension 诱导, 一个由 P 3 的 double suspension 诱导. 这与 n = 5 时 P.L.
Poincaré 的正确性不矛盾，它说的是 S5 上只存在唯一的 P.L. 结构.
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3 三角剖分猜想发展的历史

3 三角剖分猜想发展的历史

我们现在认为三角剖分猜想的问题在 2013年被 Manolescu完全解决了
[Man15]. 现在让我们先给出三角剖分猜想在各个范畴、各个维数下的答案
[Man24]：

3.1 是否所有的光滑流形都有三角剖分？

光滑流形的正则性足够好, 因此它上面的答案是肯定的.
Cairns 在 1935 年 [Cai35],Whitehead 在 1940 年 [Whi40] 证明了：任

意光滑流形都有一个本质唯一的 P.L. 结构, 因此它是可被三角剖分的.

3.2 是否所有的拓扑流形都有三角剖分？

• 对于 n = 0, 1, 正确, 是平凡的；

• 对于 n = 2, 正确, Radó 在 1925 年证明了任意二维的曲面都有 P.L 结
构, 进而都有三角剖分；

• 对于 n = 3, 正确, Moise 在 1952 年证明了任意 3 维流形都有光滑结
构, 进而都有三角剖分；

• 对于 n = 4, 错误, 1990 年,Casson 将 Casson 不变量应用到 Freedman
构造的 E8 流形上, 说明了它不可被三角剖分；

• 对于 n ě 5,Galewski&Stern 在 1980 年和 Matumoto 在 1978 年, 将三
角剖分的存在性问题约化为了正合列的裂正合问题. 这个问题最终由
Manolescu 在 2013 年利用 Pin(2) 等变的 Seiberg-Witten Floer 同调
证否了.

3.3 是否所有的拓扑流形都是 P.L. 流形 (存在组合剖分)？

• 对于 n ď 3, 正确, 理由同上；

• 对于 n = 4, 错误,Freedman 在 1982 年构造的 4 维 E8 流形上没有分
片线性结构；

• 对于 n ě 5, 错误,Kirby-Siebenmann 构造了拓扑流形 M 上 P.L. 结构
存在性的障碍, 即 Kirby-Siebenmann class ∆(M) P H4(M ;Z/2)；对
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4 KIRBY-SIEBENMANN 关于组合剖分的工作

于 n ě 5, 令 Mn = E8 ˆ Tn´4, 则 ∆(M) ‰ 0, 故 M 是不存在组合三
角剖分的流形.

对于流形所属的类别, 我们还有如下的包含关系 (图1)：正则性由弱变
强依次是拓扑流形、可单纯剖分的流形、P.L. 流形 (可组合剖分的流形)、光
滑流形.其中 n ď 3时,所有的类别都是等价的,即拓扑流形上存在唯一的光
滑结构和 P.L. 结构, 而这个光滑结构和 P.L. 结构亦能相互决定；当 n ď 6

时, 流形的 P.L. 结构决定唯一的光滑结构, 而 n = 7 时,P.L. 流形上存在光
滑结构, 但可能不唯一 [Mil11].

图 1: 流形分类的关系

4 Kirby-Siebenmann 关于组合剖分的工作

4.1 同调配边群 Θ3

两个定向的 n 维流形 Mn
1 ,M

n
2 称为定向配边的, 记作 Mn

1 „ Mn
2 , 若存

在 n + 1 维定向带边流形 Wn+1,BWn+1 – Mn
1 \ (´Mn). 此时流形 Wn+1

称为 Mn
1 与 Mm

2 之间的配边. 当 Mn
2 是空流形时, 称 Mn

1 配边于 0.
上面定义的定向配边关系 „ 确是一个等价关系, 自反性由平凡配边

Wn+1 = Mn ˆ I 得, 对称性由 Wn+1 反转定向得, 传递性由粘接相同边界
得.

定义 7. 以 [Mn] 记 Mn 的定向配边等价类. 等价类的集合记作 Ωn, 在 Ωn
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4.1 同调配边群 Θ3 4 KIRBY-SIEBENMANN 关于组合剖分的工作

中定义加法运算,
[Mn

1 ] + [Mn
2 ] := [Mn

1 \Mn
2 ],

则 Ωn 成为 Abel 群, 其零元素为配边于 0 的流形的等价类, 称 Ωn 为 n 维
流形的定向配边群.

可以验证, 对于两条平凡配边 Mn
1 ˆ I,Mn

2 ˆ I, 沿着 M1 ˆ 0 与 M2 ˆ 0

作边界连通和,得 n+1维定向流形 W ,则 BW = (M1#M2)\ ´(M1 \M2),
故 [M1#M2] = [Mn

1 ] + [Mn
2 ], 因此我们也可以用连通和定义 Ωn 中的加法.

通过 Thom 配边理论或者三维的拓扑手术, 可以证明 Ω3 = 0, 意思是所
有的定向的 3 维紧致流形都是某个定向的紧致 4 维流形的边界.

定义 8. 同调配边群 Θ3 是整同调球在配边关系下形成的等价类的集合, 也
就是说 @Y P Θ3, H˚(Y ;Z) = H˚(S

3;Z), 且 Y1 „ Y2 P Θ3 ô DX4, BX =

´Y1 Y Y2,H˚(X;Z) = H˚(S
3 ˆ [0, 1];Z),[S3] 视作群的单位元,Y ÞÑ ´Y 为

取逆元的映射,(Y1, Y2) ÞÑ Y1#Y2 为加法, 于是构成一个 Abel 群.

与 Ω3 = 0 的简单结论不同, Θ3 在定义上加了“同调配边”的要求, 导
致它的结构要复杂得多. 由于 Ω3 = 0, 故任意两个三维同调球之间都存在配
边, 然而当这个配边是“平凡配边”S3 ˆ I 的“同调配边”时, 才认为两个
同调球属于同一个同调配边群的等价类.
为了研究它的结构, 我们可以借助它到其它 Abel 群的同态, 如 Rokhlin

同态：

定义 9. Rokhlin 同态 µ : Θ3 Ñ Z/2, µ(Y ) =
σ(W )

8
mod 2, 这里 W 是光

滑的紧致的自旋 4 维流形, 且 BW = Y ,σ(W ) 是 W 相交形式的符号差.

例如, 我们有 µ(S3) = 0,µ(P ) = 1, 这里 P 为 Poincaré 同调球, 可视作
E8-plumbing 得到的 4 维流形 (称为 E8 流形) 的边界, 它的相交形式的矩阵
为 

´2 1 0 0 0 0 0 0

1 ´2 1 0 0 0 0 0

0 1 ´2 1 0 0 0 0

0 0 1 ´2 1 0 0 0

0 0 0 1 ´2 1 0 1

0 0 0 0 1 ´2 1 0

0 0 0 0 0 1 ´2 0

0 0 0 0 1 0 0 ´2


8



4.2 Kirby-Siebenmann class 4 KIRBY-SIEBENMANN 关于组合剖分的工作

这个矩阵是 8 阶的负定矩阵 (Manolescu 的一些文章里把 E8 矩阵取成正定
阵, 没有本质区别), 所以 σ(E8) = 8, µ(P ) = 1.

利用 Rokhlin 定理, 我们可以证明 µ 确是一个同态：

定理 1 (Rohklin). 对于光滑的闭自旋 4 维流形 X, σ(X) 整除 16.

若 Y 3 可作为 4维光滑自旋流形 W1,W2 的边界,令 X =W1 YY W2,则
X 是一个闭的 4 维自旋流形, 在嵌入映射的交换图表

W1

Y X

W2

诱导的同调序列中, 有 H2(X) = H2(W1) ‘H2(W2), 因此 X 的相交形式的
符号差等于 W1 与 W2 的相交形式的符号差之和, 又由 Rohklin 定理, 可知
σ(W1) + σ(W2) = σ(X) ” 0 mod 16, 故 σ(W1)/8 ” σ(W2)/8 mod 2, 即
µ(Y )的取值与W 的选取无关,同理可证 µ的取值与同调配边群中等价类的
代表元选取无关,故 µ是Θ3上良定义的映射,又若四维带边的紧致自旋流形
BW1 = Y1, BW2 = Y2,则 Y1#Y2 = B(W1#W2)故 µ(Y1#Y2) = µ(Y1)+µ(Y2),
这就证明了 µ 是同态.
又由于 µ 是一个满同态, 这就说明了 Θ3 不是一个平凡群.
由于存在 Rohklin 同态, 可知 |Θ3| ě 2, 此后一段时间数学家希望 µ 是

Θ3 到 Z/2 的同构. 然而 Donaldson 研究 4 维流行时引入了规范场论的工
具,Furuta 利用它证明了 Θ3 不是有限生成的, 即它有一个 Z 子群. 再后来,
人们发现它甚至有 Z 子群是直和项, 甚至有 Z8 是直和项, 更甚至 ΘH

3 /Z8

还有一个 Z8 作直和项.

4.2 Kirby-Siebenmann class

主 G-丛是一种纤维丛, 其纤维为拓扑群 G, 且 G 可在纤维上自由作用.
对于给定的群 G,可以构造一个主 G-丛 EG Ñ BG, 使得任意的以仿紧

空间 B 为基空间的主 G-丛 P Ñ B, 可以由 EG Ñ BG 拉回, 即存在丛映
射 f : B Ñ BG, 诱导纤维的同构, 且 P = f˚(EG)；另外全空间 EG 可缩,
满足这样条件的主 G-丛称为万有 G-丛.
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4.2 Kirby-Siebenmann class 4 KIRBY-SIEBENMANN 关于组合剖分的工作

主 G-丛的分类空间即万有丛 EG Ñ BG 的基空间 BG, 分类的含义是,
对任意的拓扑空间 X, 其上的主 G-丛的同伦等价类与从 X 到 BG 的连续
映射的同伦类一一对应.
比如无限维 Grassmann 流形可以作为主 Ok-丛的分类空间 (由于 k 维

实向量丛可以约化为 Ok 丛, 故 Grassmann 流形也可以作为全体 k 维实向
量丛的分类空间).

Grassmann 流形 Gr(k, n) 是正交化的 Stiefel 流形 V 0(k, n), 即 Rn 中
全体正交标架的商空间, 商映射的等价关系为若两正交标架在 Rn 中张成
同一个 k 维子空间, 则二者等价. 即 Gr(k, n) 是参数化 Rn 中所有 k 维
子空间的集合, 由定义可知 V 0(k, n) Ñ Gr(k, n) 是主 O(k) 丛. 欧氏空间
由低维到高维的典则嵌入, 诱导了 Gr(k, n), V 0(k, n), n Ñ 8 的嵌入. 令
Gr(k,8) = lim

nÑ8
Gr(k, n), 得到的无穷维流形 Gr(k,8) 就是 O(n) 的分类

空间, 即
EO(k) = V 0(k,8) Ñ BO(k) = Gr(k,8)

是主 O(k) 丛的万有丛.
如果我们从 Gr(k,8) 上每点选取 V 0(k,8) 上纤维的代表元, 将这个纤

维换成代表元的正交标架所处的 k 维子空间, 就得到了典则向量丛 γk,γk Ñ

Gr(k,8) 是 k 维向量丛的万有丛.
类似地, 我们定义 TOP(n),PL(n),Diff(n) 分别是 Rn 上全体保持原点

的自同胚,自 P.L.同胚,自微分同胚映射.显然有 TOP(n) Ñ TOP(n+1)的
含入映射,其它两列群也同理,令 n Ñ 8,我们就得到了三个群 TOP,PL,Diff,
存在含入映射Diff Ñ PL Ñ TOP.设它们的分类空间为BTOP, BPL, BDiff,
则有含入映射 BDiff Ñ BPL Ñ BTOP.
一般地, 若 H Ă G 是子群, 那么 EG 在自由 H 作用下是可缩空间, 且

EG Ñ EG/H 是一个主 H 从, 故 EG/H 可以视作分类空间 BH, 因此自
然映射 ψ : EG/H Ñ EG/G, 实际上是 BH Ñ BG 的模型, 且 ψ 的纤维等
于 G/H.
因此, 我们可以将 BDiff Ñ BPL 和 BPL Ñ BTOP 的纤维分别等同于

PL/Diff 和 TOP/PL
因此对于任意拓扑流形 X, 存在一个典则的映射 f : X Ñ BTOP, 且

X 上 PL 结构的存在性等同于 f 到 F : X Ñ BPL 的映射提升问题, 而进
一步的 G : X Ñ BDiff 的存在性决定了 X 是否存在光滑结构.
以上的提升问题可以通过障碍理论来研究, 即上同调环中的障碍类. 其
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4.2 Kirby-Siebenmann class 4 KIRBY-SIEBENMANN 关于组合剖分的工作

中 BDiff Ñ BPL 以及 BPL Ñ BTOP 的纤维的同伦型在研究中有重要作
用.
对于 n 维光滑流形 X, 存在典则映射 f : X Ñ BGLn(R), 是否存在提

升 F : X Ñ BGL+
n (R) 决定了 X 是否可定向. 由于 GL+

n (R) Ă GLn(R)
是 2 个连通分支中的 1 个, 而 GLn(R)/GL+

n (R) = Z/2, 因此 BGL+
n (R) Ñ

BGLn(R) 的纤维是一个 K(Z/2, 0) 空间, 由标准的障碍理论可知, 决定定向
存在性的障碍类存在于 H1(X;Z/2). 可证明它恰好就是 Stiefel-Whitney 类
w1(X).
另外一个例子是二重覆叠 Spin(n) Ñ SO(n)诱导了纤维丛BSpin(n) Ñ

BSO(n), 纤维为 B(Z/2), 是一个 K(Z/2, 1) 空间, 可以取作 RP8, 且 X 上
自旋结构的存在性取决于典则映射 f : X Ñ BSO(n)(取定 X 上的黎曼度量
和定向) 能否提升到 BSpin(n). 由障碍理论可知, 自旋结构存在的障碍存在
于 H2(X;Z/2), 可证明它恰好是 Stiefel-Whitney 类 w2(X).

前面提到了, 对于一般的拓扑流形 M , P.L. 结构的存在性问题就是图表
所示的映射提升问题

BPL

M BTOP

ψ

f

∆(M) 定义为 f :M Ñ BTOP 提升到 BPL 的障碍, 则它有性质：

定理 2. 若 Mn 是拓扑流形, n ě 5,则 M 上有 P.L.结构当且仅当 ∆(M) =

0 P H4(M ;Z/2). 此外, 若 ∆(M) = 0, M 上互不等价的 P.L. 结构可以由
H3(M ;Z/2) 参数化.

类似前面定性和自旋的例子, 这里我们要讨论 BPL Ñ BTOP 的纤维
TOP/PL 的同伦型. 在 [KS77] 中, 证明了 TOP/PL 是一个 K(Z/2, 3) 空间,
因此障碍类存在于 H4(M ;Z/2) .
一般情况下我们很难把 ∆(M) 的具体形式表述出来. 对于特殊情况：若

拓扑流形 M 有三角剖分, 则我们可以给出 ∆(M) 的一个表达式.
为了表达简介, 我们先考虑可定向的情况：设定向的拓扑 Mn 上取定三

角剖分 K(不一定是组合剖分), 令

c(K) =
ÿ

σPKn´4

[lk(σ)] P Hn´4(M,Θ3) – H4(M,Θ3)

由 Poincaré 对偶, 可视作 c(K) P H4(M ; Θ3)

11



5 GALEWSKI&STERN 的 n ě 5 的工作

利用满同态 µ, 我们可以构造短正合列：

0 Ñ ker(µ) ι
ÝÑ Θ3

µ
ÝÑ Z/2 Ñ 0

故诱导变系数的长正合列

¨ ¨ ¨ Ñ H4(M ; Θ3)
µ
ÝÑ H4(M ;Z/2) δ

ÝÑ H5(M ; kerµ) Ñ ¨ ¨ ¨

c(K) ÞÑ ∆(M)

即 ∆(M) = µ(c(K)).
当 K 是组合剖分时, 有 c(K) = 0, 另一方面,µ(c(K)) = 0 能推出 M 上

存在某个组合三角剖分三角剖分 (可能与 K 不同), 这就说明 µ(c(K)) 的确
是 P.L. 结构存在的障碍, 即 ∆(M) = µ(c(K)).

对于 M 不可定向的情况, 我们可以利用局部系数的庞加莱对偶, 仍可
类似地取到 c(K) P H4(M ; Θ3).
然而这种构造依赖于三角剖分 K 的选取, 所以并不适用于直接研究

单纯剖分的问题, 但在 Galewski&Stern 的工作中, 构造出一个“Universal
5-manifold”, 利用反证法就可以有它的用武之地了.

5 Galewski&Stern 的 n ě 5 的工作

5.1 Steenrod 平方算子

对于短正合列

0 Ñ Z/2 ˆ2
ÝÑ Z/4 r

ÝÑ Z/2 Ñ 0

这里 r 是 mod 2 的同态, 诱导长正合列

¨ ¨ ¨
β
ÝÑ H i(M ;Z/2) ˆ2

ÝÑ H i(M ;Z/4) r
ÝÑ H i(M ;Z/2) β

ÝÑ H i+1(M ;Z/2) ˆ2
ÝÑ

这里 M 是取定的拓扑流形；这里的 Bockstein同态 β 就是第 1个 Steenrod
平方算子 Sq1, 即 Sq1 = β : Hk(M ;Z/2) Ñ Hk+1(M ;Z/2)

5.2 n ě 5 的三角剖分等价条件

Galewski&Stern[GS80] 以及 Matumoto[Mat76] 给出了三角剖分 (单纯
剖分)存在性的上同调障碍,且此障碍恰为 Bockstein同态 δ : H4(M ;Z/2) Ñ

H5(X, ker(µ)) 复合 Kirby-Siebenmann class ∆(M), 即 δ(∆(M)).

12



5.2 n ě 5 的三角剖分等价条件 5 GALEWSKI&STERN 的 n ě 5 的工作

与 ∆ 的引入类似, 三角剖分的障碍也是通过研究分类空间及其纤维化
得到的.Galewski&Stern 构造了一个分类空间 BTRI, 拓扑流形 X 能否被三
角剖分, 就取决于 X Ñ BTOP 能否提升至 X Ñ BTRI. 证明的细节先略
过, 最终有定理：

定理 3. 维数 n ě 5 的拓扑流形 M 上存在三角剖分, 当且仅当 δ(∆(M)) P

H5(M ; ker(µ)) 为 0. 若 δ(∆(M)) = 0, 则 M 上不同的三角剖分可以由
H4(M ; ker(µ)) 参数化.

借助此定理, 我们可以推得：

定理 4. 若正合列
0 Ñ ker(µ) ι

ÝÑ Θ3
µ
ÝÑ Z/2 Ñ 0 (1)

是裂正合的, 则所有维数为 n ě 5 的流形上都存在三角剖分.

证明. 短正合列 (1) 裂正合, 则 Dφ : Z/2 Ñ Θ3 s.t. µ ˝ φ = id, 故 δ =

δ(µ ˝ φ) = (δ ˝ µ) ˝ φ = 0 故 δ(∆(M)) ” 0, @Mn, n ě 5, 故由定理3可知,
所有维数 n ě 5 的流形上都存在三角剖分.

事实上, 定理4的逆命题也是成立的.
Galewski&Stern 在 1979 年的文章 [GS79] 中构造了一个“universal 5-

manifold”N5, 满足 Sq1(∆(N)) ‰ 0, 此文将在5.3中详细介绍最初的构造方
式.
借此条件我们就可以证明定理4的逆命题：

定理 5. 若“universal 5-manifold”N5 可以被三角剖分, 则正合列 (1) 裂正
合.

为证明此定理, 我们补充一个同调论的结论

引理 1. 短正合列 (1) 裂正合 ðñ 存在 3 维整同调球 Y 使得 µ(Y ) = 1 且
2[Y ] = 0 P Θ3.(即 Y#Y 是一个整同调圆盘 W 4 的边界)

证明. ùñ: 短正合列 (1) 裂正合, 则 Dφ : Z/2 Ñ Θ3 s.t. µ ˝ φ = id, 令
[Y ] = φ(1), 即有 µ(Y ) = µ(φ(1)) = 1,2[Y ] = 2φ(1) = φ(2) = 0.

ðù: 令 φ : Z/2 Ñ Θ3,φ(1) = [Y ], φ(0) = 0, 由于 2[Y ] = 0, 故 φ 是同
态, 且 µ ˝ φ = id, 故 (1) 裂正合.
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5.3 Universal 5-manifold 的构造 5 GALEWSKI&STERN 的 n ě 5 的工作

定理5的证明. 证明采用反证法：假设短正合列1不裂正合,则由1可知 @[Y ] P

Θ 满足 µ(Y ) = 1,2[Y ] ‰ 0, 即 Θ3 不含 2 阶元.
记 Θ 是 N 的给定三角剖分上所有 3 维 link 生成的群, 它是 3 维同调

配边群 Θ3 的子群, 记 i : Θ ãÑ Θ3 是含入映射.
由于 N 上的三角剖分含有限个 3 维 link, 故 Θ 可以写成有限个循环群

的直和,Θ = xh1y ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ xhky, 其中可设每一项或是自由循环群, 或是素数
幂次阶的有限循环群.
我们再定义映射 γ : Θ Ñ Z/4, 只需在 thiu

k
i=1 上定义即可：1’若

µ(hi) = 0, 令 γ(hi) = 0, 2’若 µ(hi) = 1, 且 xhiy – Z, 令 γ(hi) = xhiy

mod 4, 3’若 µ(hi) = 1,且 hi 的阶为 pm,由于 µ是同态,且 µ(hi) P Z/2的
阶为 2,故 p = 2.又由于 Θ Ă Θ3不含二阶元,故m ě 2,亦可令 γ(hi) = xhiy

mod 4. 由定义可知,µ ˝ i = r ˝ γ.
决定 N 能否存在 P.L. 结构的障碍记作 c(N) P H4(N ; Θ3), 且由定义,

存在 c1(N) P H4(N ; Θ) 使得 i(c1(N)) = c(N). 故

Sq1(µ(c(N))) = Sq1(µ(i(c1(N)))) = Sq1(r(γ(c1(N)))) = 0

由于 Sq1
˝ r = 0. 又由于 µ(c(N)) = ∆(N), 就得到了 Sq1(∆(N)) = 0, 与

Sq1(∆(N)) ‰ 0 矛盾.

定理5的逆否命题是说,若正合列 (1)非裂正合,则 N5 不可被三角剖分.
如果我们令 Mn = N5 ˆTn´5,则亦有 Sq1(∆(M)) ‰ 0,类似刚才的结论,我
们就有

定理 6. 若正合列 (1) 非裂正合, 则在每个维数 n ě 5 上, 都存在不可被三
角剖分的流形.

这个定理的逆否即定理4的逆命题.
于是我们有如下结论：

所有 n ě 5 的流形可剖分ðñ正合列1裂正合 (2)

ðñD[Y ] P Θ3 s.t. 2[Y ] = 0, µ(Y ) = 1 (3)

ðñN5上存在三角剖分 (4)

5.3 Universal 5-manifold 的构造

下面的构造过程几乎是 Galewski&Stern 在 1979 年发表在“Geomet-
ric Topology”的文章 [GS79]：A UNIVERSAL 5-MANIFOLD WITH RE-
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SPECT TO SIMPLICIAL TRIANGULATIONSA UNIVERSAL 5-MANIFOLD
WITH RESPECT TO SIMPLICIAL TRIANGULATIONS,D. Galewski , R.
Stern 的中译版, 但原文有大量的书写错误, 在此文中我把能识别出来的错
误都做了修正.
简单回顾一下利用“universal 5-manifold”得到的结论：如果我们构造了

一个闭的 5 维拓扑流形 N , 且 Sq1(∆(N)) , 那么它上面存在三角剖分当且
仅当所有的 n ě 5 流形都存在三角剖分；这也是为什么它被称作“universal
5-manifold”. 因为三角剖分的顶点数有限,紧致性是流形上存在三角剖分的
必要条件, 故这里需做一个闭流形.

引理 2. 一个 n ě 5 的维胞腔复形 (即单纯复形, 且每个顶点的 link 是 n´1

维同调球面) K, K ‰ ∅, 则 |K| 是一个 n 维拓扑流形当且仅当 |K| 顶点处
的 link 均是单连通的.

这是 Cannon&Edwards 的 double suspension 定理的一个推论.(我尚未
研究 double suspension 如何能推出这个引理；double suspension 定理说的
是 3 维的同调球做两次 suspension 之后会同胚于 5 维球面；这里等我搞清
楚了会再补充解释.)
接下来我们几何化地构造一个闭的 5维拓扑流形N ,满足 Sq1(∆(N)) ‰

0。我将用大量的插图来辅助论述,不同步骤中构造的对象将用不同的颜色表
示, 并且几何体的维数会尽可能地用上标 n 标注：
取 H3 是任意一个定向

3 维 P.L. 同调球, 它是一个
定向的可平行化的 4维 P.L.
流形 W 的边界, σ(W ) = 8.
令 X = W YH CH , 这里
CH 是 H 上的拓扑锥, 且设
x 是是 CH 的锥点.
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5.3 Universal 5-manifold 的构造 5 GALEWSKI&STERN 的 n ě 5 的工作

我们将一个 P.L. 1-环柄 D3ˆ [0, 1]贴到 (CHˆ0YCHˆ1) Ă Xˆ [0, 1]

上,

图 2: 注意两个 H 定向的选取, 以及 D3 的连接方式

图 3: 这里为了绘图方便, 并没有突出
定向选取的问题

令 S = CH ˆ 0 YD3ĂH3 D3 ˆ

IYD3ĂH3 CHˆ1 .我们选取的粘贴
环柄的方式须保证 BS = H#H (注
意不是 H# ´ H , 我们这里的连通
和是两个相同定向的同调球做连通
和).
可以看出来, BS 也是同调球,

且恰好为 H#H , 即它本身是一个
同调圆盘 « D4 为了避免混淆, 我们
用\mathbb{S}来表示标准球体, 即 S .

我们之所以要强调连通和不是H#´H

, 是因为后者做连通和前后定向相容, 而前
者穿越连通和的边界, 定向会发生反转. 我
们利用这个特性,以及它们分别连接在 Xˆ

[0, 1] 的两侧, 我们就做出来了一个不可定
向的几何体 X ˆ [0, 1] Y S , 也就是说它的
第一个 Stiefel–Whitney 类 w1(X ˆ [0, 1] Y

S) = 1 P H1(X ˆ [0, 1]YS;Z/2Z)后续构造带来的更多点缀仍会保持 w1 非
零.
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接着, 在 S 的边界上做一个拓扑锥 T = S YH#H C(H#H) ,

由于 S 是一个同调圆盘, 在其边界上做拓扑锥就得到了 T 是一个 4 维
同调球. 事实上 T 是一个 4 维同伦球.(我不知为何, 是否是由于它在同向连
通和的同调球上做锥体导致的？)
再令 Y = X ˆ I Y (S YH#H C(H#H)) , 设 z 是 C(H#H) 的锥点.

(这里的 Y 不是流形, 它是一个 5 维的流形沿边界并一个 4 维的流形, 故
Y 仅是一个单纯复形, 或者称多面体.) 这里的多面体 Y 就包含了子多面体
T = S YH#H C(H#H) .

图 4: 注意 Y 由不同维数的两部分并得, 故不能是流形
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再令 P = Y YT CT , 设 y 是 CT 的锥点. 得到 P 是一个 5 维单纯复
形.

这里同时绘制了两个锥体, 纸面上已经让人眼花缭乱了；我们尝试利用
T 是同伦球的性质重新拾回几何直观, 它上面的锥体就无非是一个高 1 维的
同伦圆盘.

图 5: 用一个 4 维的球膜包住一个 3 维的同调圆周 H#H
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这样在 T 这个同伦球上做拓扑锥, 直观上就是把球体的内部填满,

而 BP P.L. 同胚于 W#gW Y C(H#H) , 这里用 g 表示沿着边界的连
通和.(原文中有书写错误, 我暂用 g 作替代) 因为有如下的计算：

这里我为了书写简洁, 不严格地使用了对称差符号 ∆ . 严格来说应该是
“二者之并”减掉“二者之交的内部”.
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直观上 BP 是这样的：

由于 W 是可平行化流形, 故它上面的所有示性类消失, 且 C(H#H) 上
的秩为 2 的示性类也全消失, 故 BP 的所有 Stiefel-Whitney 类都为 0. 接下
来沿着 BP 添加一个 exterior collar(朝向外面的领子) C = BP ˆ [0, 1) , 得
到一个 5 维单纯复形 Q .

我们首先观察到,那些不 PL同
胚于 S4 的四维 link, 诸如 z,y,xˆ 0

和 x ˆ 1 的 link, 它们是单连通的
(我只看明白了 y 的 link为 T 4 是同
伦球,故 π1 = 0 ).所以由引理 2 , Q
是一个有三角剖分的 5 维流形.

我们接着观察到, Q 上的那些
不 P.L. 同胚于 S3 的三维 link, 都
是 Q 上的子多面体, 诸如 L = x ˆ

[0, 1]Y y ˚ (xˆ t0, 1u) – S1 和 M =

y ˚ z Y z ˆ [0, 1) . L 的 1 维单形的
link 都 PL 同胚于 H , M 上 1 维
单形的 link 都 P.L. 同胚于 H#H . 又由于 µ(H#H) = 0 , 且其它所有的
link 都是标准球面, 自然 µ 也为 0, 由 Siebenmann 的定理 [C] , 必存在一个
Q´ L 上的 PL 结构 Σ . 这里 Σ 与 Q 的多面体结构不一致.

定理 7 (Siebenmann 的定理 [C] ). 若一个无边拓扑流形 Wn, n ě 5 是可被
三角剖分的, 但没有 P.L. 结构, 则存在 3 维同调球 M3 且 Rokhlin 不变量
µ(M3) = 1 , 使得 suspension Σn´3M3 同胚于 S⋉
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至此我们的构造就快要完成了, 但是现在流形 Q 是开的流形, 我们需要
把它“修剪、缝补”成一个闭流形：
我们现在可以利用 P.L. 横截 (transversality), 相对于 Σ|BPˆ(0,1), 得到

一个紧致连通的定向 4 维子流形 V Ă BP ˆ (0, 1), 它的法丛是平凡的, 并且
把 BP ˆ [0, 1) 分离成两部分, A 和 B , 不妨设 A Ą BP , 则 P Y cl[A] 是一
个拓扑流形, 且 B(P Y cl[A]) = V .

由于 V 法丛平凡,故所有 Stiefel-Whitney类都是 0,所以存在一个 5维
P.L. 流形 W , 使得 V =W .
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最后我们定义 N5 = P YBP cl[A] YV W .

图 6: 这里的 W 事实上是紧致的, 边界仅为 V , 为了绘图方便, 我们把它画
在外面

由于 Q´L上有 P.L.结构 Σ,故 N ´L也是一个 PL流形,因此 ∆(N)

(P.L. 结构存在的障碍, 这里明显由 L 主导) 的 Poincaré 对偶就是 L . 且
w1(N)(定向存在的障碍, 因为 w1(X ˆ [0, 1] Y S) 非零, w1(N) 也非零, 都由
同向连通和 H#H 导致) 限制在 P 上的 Poincaré 对偶就是 X ˆ 1

2
(可以认

为把这个下同调的障碍从 H#H 连通和的交线上迁移到了乘积空间的截面
上, N 去掉这个截面以后就变成了可定向的流形).
由吴类 (Wu class) 的定义, 对任意的流形 M 和 x P Hn´k(M), 吴类

vk 满足 vk ! x = Sqk(x) P Hn(M), 这里 Sqk 是 Steenrod squaring 算子：
Hm(M) Ñ Hm+k(M), 满足 Sq0 = idHm(M), 故 v0 = 1. 且吴文俊定理给出
了吴类和 Stiefel-Whitney 类的关系:

定理 8 (Wu). Sq(v) = w

这里 Sq =
ř8

k=0 Sq
k, v =

ř8

k=0 vk, w =
ř8

k=0wk, 且 w0 = 1. 故
w1 = v1 + Sq1(1)

由 Cartan 公式 Sqk(a ! b) =
ř

i+j=k Sq
i(a) ! Sqj(b), 可知 Sq1(a) =

Sq1(1 ! a) = Sq0(1) ! Sq1(a) +Sq1(1) ! Sq0(a) = Sq1(a) +Sq1(1) ! a,
故 Sq1(1) = 0, w1 = v1. (这个证明还可以从 Sq 的自然性考虑, 即存在
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f : M Ñ pt 是平凡的连续函数, 故 Sq1(1M ) = Sq1(f˚1pt) = f˚(Sq1(1pt)),
而 Sq1(1pt) P H1(pt;Z/2) = 0, 故 Sq1(1M ) = 0.)

综上可知 Sq1(x) = v1 ! x = w1 ! x

故 Sq1(∆(N)) = w1(N) ! ∆(N) , 然而 xw1(N) ! ∆(N), [N ]y ‰ 0 为
L 和 X ˆ 1

2
的相交数 (LX (X ˆ 1

2
) ‰ ∅), 故 Sq1(∆(N)) ‰ 0. 即 N 是所需

的 5 维流形.
总结一下上面的构造思想：我们要做一个 5维流形 N ,其中 Sq1(∆(N))

是第 5 个上同调群中的非零元, 由关于示性类的计算可知, 它是第 1 个
Stiefel-Whitney 类 w1 P H1(N ;Z/2) 和 Kirby-Siebenmann 类 ∆(N) P

H4(N ;Z/2) 的 cup product, 由于 w1 是定向的障碍,∆ 是 P.L. 结构存在
的障碍, 在几何上, 我们就要从一个不可定向、没有 P.L. 结构的流形中找到
一个 4 维的闭子流形 (对应 w1) 和一个 1 维的闭子流形 (对应 ∆ ), 它们是
下同调类中的元素, 且挖去它们之后, 流形分别获得定向和 P.L. 结构, 那么
它们就是几何上二者的障碍, 其 Poncaré 对偶就是相应上同调类中的元素.
在构造的过程中, 我们反复做拓扑锥, 引入了很多锥点, 锥点往往不是流形点
(它的 link 可能不是球面), 因此我们要加 collar, 把锥点给“藏起来”, 然而
这样得到的是一个开流形, 这时候我们再做一些“修剪、缝补”的手术, 就可
以得到一个闭流形了.

5.3.1 一种更直接的构造

[Man24] 中给的是另一个 Sq1(X) ‰ 0 的例子, 借助于四维流形相交形
式的理论, 它的构造更直接 (但这套理论的发表晚于 Galewski&Stern 的构
造), 来自于 Kronheimer：
令 X = ˚(CP2#CP2) 是一个单连通的 4 维流形, 相交形式为(

1 0

0 ´1

)
, 合同于 ´

(
1 0

0 ´1

)

这里 ‘˚’ 表示它是与 CP2#CP2 相交形式相同的，与之同伦等价但不同胚的
另一个单连通的闭四维流形.

Freedman 在 1982 年的一系列结论 [Fre82] 证明了这个的流形存在性：
一般地, 若一个相交形式是奇形式 (若 xTQx 恒为偶数, 称 Q 是偶形式, 否
则称奇形式), 则以它为相交形式的拓扑流形恰好存在两种同胚型, 且至多其
中的一个容许光滑结构. 而有无光滑结构由 Kirby-Siebenmann 不变量 ∆
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区分. 由于 CP2#CP2 有一个自然的光滑结构, X 就是不具光滑结构的另一
个同胚型, 且 ∆(X) ‰ 0.

Freedman 的工作还说明了, 由于存在 X 的相交形式到它的负矩阵的合
同变换, 故存在 f : X Ñ X 是定向反转的同胚. 取 M5 是 f 的映射环面. 即

M = (X ˆ I)/(x, 0) „ (f(x), 1).

由于 ∆(X) ‰ 0 P H4(X;Z/2) = Z/2,故 ∆(M) ‰ 0 ,且映射环面“同向
粘接”柱面的边界,使得M 是不可定向流形 (类似 Klein瓶),故 w1(M) ‰ 0

类似 Galewski&Stern 的构造中的结论, 我们有：

Sq1∆(M) = ∆(M) ! w1(M) ‰ 0

.

6 Manolescu 的工作

Manolescu 的工作使用了 gauge theory 的技术. 确切地说, 这是一个称
作 Pin(2)等变 Seiberg-Witten Floer同调的一种 Floer同调. Gauge理论是
研究一种特定的椭圆偏微分方程的学科, 它首次出现在物理学, 反映了粒子
间的强弱相互作用. 在 1980 年代,Donaldson 首创了 gauge theory 在低维拓
扑的应用. Floer 同调从 gauge theory 中构造, 是一种有关三维流形的不变
量, 在研究配边的时候非常有用. (两个三维流形 Y, Y 1 之间的配边就是起始
边界为 Y , 终止边界为 Y 1 的四维流形.)Floer 同调被 Atiyah 称为拓扑量子
场论 (TQFT). TQFT 的主要性质是：从 Y 到 Y 1 的配边诱导了两个三维流
形相应不变量之间的映射 (在这个情况下, 指的是他们的 Floer 同调之间的
映射).对于通常的同调论,我们需要一个 Y ,Y 1 之间确切存在的映射 (而不是
配边) 来得到同调之间的映射. 不同种类的 Floer 同调 (如 Seiberg-Witten,
Heegaard Floer) 是研究三维流形之间配边的主要工具, 解决三角剖分猜想
只是它的一个应用.

6.1 证明简述

通过 Galewski-Stern 和 Matumoto 的工作, 我们知道三角剖分猜想是
否成立, 等价于短正合列1是否裂正合. 而裂正合等价于 D[Y ] P Θ3, 2[Y ] = 0

,µ(Y ) = 1.
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如果我们想证否三角剖分猜想, 只需说明不存在这样的 [Y ] , 只需找到
一个从 Rokhlin 同态 µ : Θ3 Ñ Z/2 到 M : Θ3 Ñ Z 的提升, 即

Z

Θ3 Z/2

mod 2
M

µ

等价地来说,我们需要找到一个 (定向)整同调球 Y 的不变量m(Y ) P Z,
满足

1. m(Y ) 是一个同调配边不变量, 所以诱导 (desends) 了一个映射 M :

Θ3 Ñ Z；

2. m(Y ) 的 mod 2 约化就是 µ(Y );

3. m 满足 m(Y1#Y2) = 2M(Y ), 故 M 是一个群同态.

这样, 如果有 µ(Y ) = 1,[Y ] 的阶必不可能为 2.
目前为止, 我们没有找到满足上述 3 条性质的不变量.Casson 不变量

λ(Y ) 是 µ(Y ) 的提升, 但它不是一个同调配边不变量；Frøyshov 不变量
h(Y )、由 Monopole Floer 同调引出的映射 δ、由 Heegaard Floe 同调引出
的 Ozsvath-Szabo 纠正项 (correction term) d(Y ), 它们都是由 Θ3 到 Z 的
同态, 但不是 µ 的提升.
然而,Manolescu 利用 Pin(2) 等变理论找到的同调配边不变量 (同调配

边关系下不变)α, β, γ, 尽管不满足上面的条件 (β 不是同态, 比如令 Y =

Σ(2, 3, 11) 是 Brieskorn sphere, 有 β(Y ) = 0, 但 β(Y#Y ) = 1), 但 β 有性
质：β(´Y ) = ´β(Y ), 这足够证否三角剖分猜想, 即

定理 9.
0 Ñ ker(µ) ι

ÝÑ Θ3
µ
ÝÑ Z/2 Ñ 0

不是裂正合的.

证明. 证明采用反证法. 假设正合列裂正合, 则存在 [Y ] P Θ3, 2[Y ] = 0, 且
µ(Y ) = 1 P Z/2,则 β(Y ) P Z是一个奇数,有 β(´Y ) = ´β(Y ),由于 Y 的阶
是 2, 则 Y 和 ´Y 是同调配边, 也就是说 β(Y ) = β(´Y ). 这表明 β(Y ) = 0,
矛盾.
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尽管 Manolescu 构造的不变量 β 解决了三角剖分猜想, 但它不满足
β(Y1#Y2) = β(Y1) + β(Y2), 即它不是一个同态. 是否存在一个同态 M :

Θ3 Ñ Z/2 是 µ 的提升, 仍是一个开放问题.

6.2 Kronheimer-Mrowka 的构造方式

首先介绍一些基础概念：Monopole Floer 同调是 3 个有限生成的分次
F[U ] 模, 这里 deg(U) = ´2, 意思是 U 作用在分次群的元素上会使元素的
次数 ´2；F = Z/2.Monopole Floer 同调的定义需要用到流形的 spinc 结构,
特别地它是定义在任意可定向的闭三维流形上的 (可定向的三维闭流形有唯
一的 spin 结构, 进而是唯一的 spinc 结构) 拓扑不变量. 而证否三角剖分猜
想只需用到它在整同调球上的性质, 且后面我们会证明, 由它引出的 α, β, γ

这三个整同调球上的函数是配边关系下的不变量, 进而可以视作 Θ Ñ Z 的
映射.
因此, 为了构造的简介, 下面只考虑整同调球 Y 的 Monopole Floer 同

调, 即 }HM(Y ), yHM(Y ) 以及 HM(Y ), 它们分别对应一个带边无穷维流形的
同调, 相对于边界的同调, 以及边界的同调, 故它适用于同调三角形

}HM(Y ) yHM(Y )

HM(Y )

j˚

p˚i˚

事实上, 这些同调相应的上同调群同构于 ´Y 的同调群.
关于这个带边无穷维流形的构造, 有两种方法, 一种是 Kronheimer and

Mrowka[KM07] 给出的,Francesco Lin 的两篇文章 [Lin16][Lin17] 也介绍了
如何用这种方法构造 Seiberg-Witten Floer 同调, 思想是用“实爆破”的方
法处理可约临界点；另一种是 Manolescu 采取 Furuta 的“有限维逼近”的
方法给出的, 思想是将有限维的 Morse 理论应用到无限维.

我们将概述第一种方法的证明思路, 并在下一节详细叙述第二种方法的
构造过程.
第一种方法构造出的带边无穷维流形为 Bσ0 ˆES1/S1, 以下给出构造的

过程以及缘由：
首先我们给出一些要用到的基础概念.
对于整同调球 Y , 设 g 是 Y 上的黎曼度量, 并取 TY 上的 Levi-Civita
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联络 ∇. 考虑平凡 C2 丛 S Ñ Y , 定义 TY 在 S 上的作用

ρ : TY Ñ su(S) Ă End(S)

, 它将 TY 的一组正交标架 te1, e2, e3u 映射成 Pauli 矩阵, 即

ρ(e1) =

(
i 0

0 ´i

)
, ρ(e2) =

(
0 ´1

1 0

)
, ρ(e3) =

(
0 i

i 0

)

利用度量给出的典则同构 TY – T ˚Y , 和复线性扩张, 我们可以诱导一个映
射, 仍记作 ρ,

ρ : T ˚Y b C Ñ sl(S) Ă End(S)

设 A 是 S Ñ Y 的 spin 联络, 即协变导数 ∇A 满足 ∇A(ρ(v)ϕ) =

ρ(∇v)ϕ+ ρ(v)∇aϕ, v P Γ(TY ), ϕ P Γ(S) 是旋量 (spinor).
TY 的平凡化提供了平凡联络 A0, 而 spin 联络可写作 A = A0 + a,a P

Ω1(Y ; iR).
则构形空间 (configuration space)C(Y ) 由 (a, ϕ) P Ω1(Y ; iR) ‘ Γ(S) 构

成, 其中 A0 + a 是 S 上的 spin 联络, ϕ P Γ(S) 是旋量.
设规范群为 G(Y ) = tf : Y Ñ S1u, 它在 C(Y ) 上有自然的作用, 即

f ¨ (a, ϕ) = (a´ f´1df, f ¨ ϕ).

当 ϕ ‰ 0 时, 这个作用是自由的, 而对于 (a, 0), 它有稳定子群同构于 S1, 即
全体 Y Ñ S1 的常值映射. 故取定点 y0 P Y , 定基点的规范群 G0(Y ) := tf :

Y Ñ S1, f(y0) = 1u 在 C(Y ) 上自由作用. 故可以定义无穷维流形

B0(Y ) = C(Y )/G0(Y )

由定义可知,B0(Y ) 在 reducibles 之外的点上的 S1-作用是自由的.
定义 Dirac operator /B : Γ(S) Ñ Γ(S),

/B(ϕ) =
3

ÿ

i=1

ρ(ei)∇eiϕ

更一般地, 对于 spin 联络 A, 可以定义“twisted Dirac operator”/BA :=

ρ ˝ ∇A, 即
Γ(S)

∇A
ÝÝÑ Γ(T ˚ ˆ S)

ρ
ÝÑ Γ(S)

.
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接着定义 Chern-Simons-Dirac 泛函 CSD : C(Y ) Ñ R,

CSD(a, ϕ) =
1

2

ż

Y

(xϕ, /Bϕ+ ρ(A)ϕydν ´ a^ da)

这里 dν 是 Y 上黎曼度量的体积元.
由于 Y 是整同调球, 故 CSD 是规范不变量, 即在 G(Y ) 作用下取值不

变, 故可视作 B0(Y ) 上 S1´ 不变的泛函.
类似 Morse 同调, 这里 CSD 的临界点将作为 Monopole Floer 同调的

生成元, 流线方程 ẋ = ´grad CSD(x(t)) 的解将作为边缘映射.
而 CSD 的梯度为

grad CSD(a, ϕ) = (˚da´ 2ρ´1((ϕb ϕ˚)0), /Bϕ+ ρ(a)ϕ) P C(S),

其中 ϕ˚ 表示对偶截面, 故 ϕbϕ˚ 是 S 上的自同态,(ϕbϕ˚)0 表示它的迹为
0 的部分. 则 CSD 的临界点由 Seiberg-Witten 方程

ĄSW (a, ϕ) =

$

&

%

˚da´ 2ρ´1(ϕb ϕ˚)0 = 0,

/Bϕ+ ρ(a)ϕ

决定.
然而, 现在的构造的对象无法实现为简单的 Morse 同调, 比如有如下的

问题：

1. B0/S
1 上的极限点不是孤立的, 故需扰动 S-W 方程得到孤立临界点；

2. CSD 在临界点处的 Hessian 矩阵可能有无穷个正特征值和无穷个负特
征值, 故临界点的指数 (负特征值个数) 无法良定义.

3. 在可约临界点不是 B0/S
1 的流形点.

前两个问题可以通过标准的 Floer 理论的方法来克服, 而解决第三个问
题有个选择：(a) 忽略可约临界点;(b) 使用“实爆破 (real blow-up)”的操
作. 然而忽略可约临界点将带来很多问题：比如得到的结果将不是微分统配
不变量, 而且很多的拓扑信息 (比如证否三角剖分猜想的关键信息), 都在可
约临界点上.
实爆破的操作是由 Kronheimer-Mrowka开创的. 考虑 Cσ(Y ) := C(Y )ˆ

Rě0, 映射 π : Cσ(Y ) Ñ C(Y ), (a, ψ, s) ÞÑ (a, s ¨ ψ) 为 Blow-down 映射, 令
Bσ0 = π(Cσ(Y ))/G0(Y ) 为带边的无穷维流形.
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对于一般的紧李群 G, 若能作用在空间 X 上, 则可做 Borel 构造：定
义 G 的等变上同调为 HG

˚ (X;F) := H˚(X ˆG EG;F), 这里 EG Ñ BG 为
万有主 G´ 丛, 故 EG 是自由 G 作用的可缩空间, 且这里 X ˆG EG =

(X ˆ EG)/G, 是 G 作用的轨道空间,g P G 在乘积空间上的作用定义为
g ¨ (x, e) = (gx, eg´1), 且由于 BG = EG/G, 存在纤维化

X X ˆG EG

BG

π

特别地, 若 G 在 X 上自由, 则 X ˆ EG/G = X/G.
并且由此构造可知下同调分次群 HG

˚ (X;F) 为上同调环 H˚
G(pt;F) :=

H˚(BG;F) 上的模, 上同调环在下同调群上的作用为 cap product.
特别地, 当 G = S1 时, BG1 = CP8, 而 H˚(CP8,F) – F[U ], 且

deg(U) = ´2. 而配边关系诱导了 F[U ] 模之间的同态.
这时我们就得到了 }HM = HS1

˚ (Bσ0 (Y );F), 同构于 F[U,U´1]/F[U ], 是
一个无穷长的单链, 称为“tower”, 序列最底部非平凡同调群的次数是同
调配边的不变量, 再除以 2 就得到了满同态 δ : Θ3 Ñ Z, 且 δ(Y ) ” µ(Y )

mod 2. 然而, 这里的链复形不是拓扑不变量, 它依赖于度量 g 的选取. 事实
上这里的 δ 不是 µ 在 Z 上的提升.
尽管 S1 等变的 Monopole Floer同调没能带来我们需要的不变量,但若

考虑 Pin(2) 作用,Seiberg-Witten 方程将显示更多的对称性, 带来我们所需
的不变量.

Pin(2) := S1 Y jS1 Ă C Y jC Ă H,在 B0(Y )上的作用定义为：S1 在 C2

上作复数乘法, 而 j 作用在 (v1, v2) P C2 上得到 (´v̄2,´v̄1), 且 j ¨ (a, ϕ) :=

(´a, ϕj)

类似 S1-等变情况的结论,HPin(2)
˚ (Bσ0 (Y );F) := H˚(Bσ0 (Y )ˆPin(2)EPin(2);F),

|HS = H
Pin(2)
˚ (Bσ0 (Y );F), 进而还能得到 xHS,HS. 为了避免重复, 在下一部

分我们将正式证明 (利用 Leray 谱序列) H˚
Pin(2)(pt;F) = H˚(BPin(2);F) –

F[v, q]/(q3), 这里 deg(v) = ´4, deg(q) = ´1. 故 |HS 是 R = F[v, q]/(q3) 上
的模.
在这里我们有 Gysin 序列将两种 Monopole Floer 同调关联在一起：在

}HM 上, 将 v 视作 U2, q 视作 0 映射, 则有

¨ ¨ ¨ Ñ |HS(Y )
¨q
ÝÑ |HS(Y ) Ñ }HM(Y ) Ñ |HS(Y ) Ñ ¨ ¨ ¨
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是 R 上的分次模序列.
作为 F[v] 模, }HS(Y ) 上有 3 个无穷长 tower, 彼此以乘 q 联系, 它们的

最低次非平凡同调群的次数与 µ(Y ) 直接相关. 设三条序列的最低次非平凡
同调群的次数为 A,B,C, 则 α = A

2
, β = B´1

2
, γ = C´2

2
是 Y 的不变量, 满

足 α ě β ě γ, 且 ” µ(Y ) mod 2, 还是同调配边不变量, 即可视作 Θ3 Ñ Z
的映射, 更多地, 它们还满足 α(´Y ) = ´γ(Y ), β(´Y ) = ´β(Y ), γ(´Y ) =

´α(Y ), 具体的证明将在下一部分展示.

6.3 Manolescu 的构造方式

Manolescu 采取 Furuta 的“有限维逼近”的方法给出的, 将有限维的
Morse 理论应用到无限维, 有限维逼近的过程是“一致收敛”的, 于是这种
方法是奏效的.
前面的构造过程与 Kronheimer and Mrowka 的方式一致, 这里我们从

Seiberg-Witten 方程构建完成之后讲起：

6.3.1 Coulomb gauge 上的 Seiberg-Witten 方程

定义 (global) 库伦切片 (Coulomb slice)

V := ker(d˚) ‘ Γ(S) Ă C(Y, s)

s 为同调球 Y 上唯一的 spinc 结构,d˚ : Ωk(Y ) Ñ Ωk´1(Y ) 为余微分算子,
它与 Hodge star 算子以及外微分算子的关系为 d˚ω = (´1)n(k+1)+1 ˚ d ˚ ω.

我们可以将 V 视作“归一化的规范群”G0 Ă G 作用的商空间,

G0 = tu : Y Ñ S1
ˇ

ˇu = eξ, ξ : Y Ñ iR,
ż

Y

ξ = 0u

由于 Y 是整同调球, 有 Hodge 分解

Ω1(Y ) = ker(d) ‘ ker(d˚)

取定 (a, ϕ) P V , 令 πV : T(a,ϕ)C(Y, s) Ñ V 为线性投射, 使得投射的核
切于 G0 轨道. 记 TG0 为 G0 轨道的切空间, 即得 kerπV Ă TG0

回顾之前定义的 Seiberg-Witten 方程

ĄSW (a, ϕ) =

$

&

%

˚da´ 2ρ´1(ϕb ϕ˚)0 = 0,

/Bϕ+ ρ(a)ϕ
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现令 SW := πV ˝ ĄSW : V Ñ V

利用 S1 作用 eiθ : (a, ϕ) ÞÑ (a, eiθϕ), 我们就得到了双射

tĄSW决定的流线u/G 1:1
ÐÑ tSW决定的流线u/S1

再令 πelc : T(a,ϕ)C(Y, s) Ñ TKG0, 有 kerπelc Ă TG0, 称 πelc 的像为扩
展的局部库伦切片 Kelc, 为 G0 轨道的正交补空间.

在库伦切片 V 上, SW 方程可以写作 1 线性部分和 1 连续部分之和

SW = l + c

l, c : V Ñ V 定义为

l(a, ϕ) =(˚da, /Bϕ) (5)

c(a, ϕ) =πV ˝ (´2ρ´1(ϕb ϕ˚)0, ρ(a)ϕ) (6)

令 V(k) 是 V 的 L2
k 完备化空间, 其中 k " 0 P N. 这里我们取 k ą 5, 则

l : V(k) Ñ V(k´1) 是线性的, 自对偶的, Fredholm 算子, 而 c : V(k) Ñ V(k´1)

是紧算子.
下面是适用于库伦规范 (Coulomb gauge) 的 Seiberg-Witten 方程的紧

致性定理

定理 10. 取定 k ą 5, 则存在 R ą 0, 使得 SW 的所有临界点和临界点之间
的流线都包含于球体 B(R) Ă V(k).

6.3.2 有限维逼近

Seiberg-Witten Floer homology 类似于 SW 在 V 上的 Morse 同调. 然
而, 相较于找一个 Seiberg-Witten 方程上的一般性的扰动来实现横截性条
件, 采用有限维逼近的方法更便利.
在前面的构造中, V 是一个无穷维的空间, 它的有限维逼近为

V µ
λ =

à

λăζăµ

V (ζ), λ ! 0 ! µ

这里 V (ζ) 是特征值 ζ 的特征空间
进而我们可以将 SW = l + c 替换为

l + pµλc : V
µ
λ Ñ V mu

λ
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这里 pµλ : V Ñ V µ
λ 是 L2 投射, 故 SW µ

λ := l + pµλc 是 V µ
λ 上的向量场.

对于有限维逼近, 有如下的紧致性定理

定理 11. 存在 R ą 0, 使得所有的 µ " 0 " λ 以及所有 SW µ
λ 在 B(2R) 中

的临界点, 所有的 B(2R) 上连接临界点的流线都落在一个更小的球 B(R)

中.

证明的思想是利用在 B(2R) 中,l+ pµλc 一致收敛于 l+ c, 故可利用上一
个定理证明.

6.3.3 Conly index

有限维的情况下, 紧致流形的 Morse 同调恰是通常的同调. 现在我们要
处理非紧致的空间 B(2R) Ă V µ

λ , 此时的 Morse 同调是 Conley index 上的
同调.
对于取定的 m 维流形 M , 一族流 tϕtu,Conley index 可定义在 tϕtu 孤

立不动点集 S 上.

定义 10. 对于子集 A Ď M , 定义

InvA = tx P M
ˇ

ˇϕt(x) P A,@t P Ru

定义 11. 若紧致流形 S Ă M 满足 S = InvA Ď IntA, 其中 A 是 S 的一个
紧致邻域, 则称 S 是 M 的孤立不动点集

定义 12. 对于孤立不动点集 S, Conley index I(S) := N/L, 其中 L Ď N Ď

M ,L,N 都是紧致集, 满足

1. Inv(N ´ L) = S Ă Int(N ´ L)

2. @x P N , 若 Dt ą 0 使得 ϕt(x) R N , 则 Dτ P [0, t) 使得 ϕτ (x) P L

3. x P L, t ą 0, ϕ[0,t](x) Ă N ñ ϕ[0,t](x) Ă L

也就是说, 所有 N 中自内而外流出的流线, 必经过 L.
现在, 我们取 A = B(2R), 则 S = InvA, 由前面的定理可知,S 就是其中

所有孤立点和流线的并集. 接着,N 可以取维一个带边流形,L Ă BN 是 BN

中余 0 维的子流形, 故 L 自身也有边界.
可以证明, 若流线满足 Morse-Smale 条件, 那么 B(2R) 的 Morse 同调

就同构于 I(S) 的简约奇异上同调.
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6.3.4 Seiberg-Witten Floer 同调

现在我们将 S1 等变的 Seiberg-Witten Floer 同调定义为一个 S1 作用
的 Borel 同调,

SWFHS1

˚ (Y ) := H̃S1

˚+shift(I
µ
λ ), µ " 0 " λ

这里 Iµλ 是 Sµ Ă V µ
λ 的 Conley index, 且分次群的次数做了一个取决于

λ, µ 的平移, 平移的量将在下面具体说明.
事实上, 以上的构造也全是 Pin(2) 等变的, 因为在三维同调球上,spinc

结构就是 spin 结构.
因此我们可以取到 Pin(2)等变的 Seiberg-Witten Floer同调.特别地我

们取系数为 F = Z/2

SWFH
Pin(2)
˚ (Y ;F) := H̃

Pin(2)
˚+shift(I

µ
λ ;F), µ " 0 " λ

6.3.5 SWFH 的不变量性质以及平移量的确定

虽然定义中的 λ, µ可变,但它们足够大时,定义出的 Floer同调 SWFHS1

˚ (Y )

和 SWFH
Pin(2)
˚ (Y ) 是 Y 的不变量.

考虑 SW µ
λ = l + pµλc : V

µ
λ Ñ V µ

λ 决定的流线方程 ẋ = ´SW µ
λ (x(t)), 以

此考察 Conley index Iµλ 随着 µ, λ变化的改变.如果我们改变 µ⇝ µ1 ą µ "

0, 我们就有分解

V µ1

λ = V µ
λ ‘ V µ1

µ

...
...

...
l + pµ

1

λ c ⇝ l + pµλ ‘ l + pµ
1

µ c

且 l + pµ
1

µ 几乎取决于线性部分 l.
且 Conley index在形变下保持不变,也就是说如果我们有一族流 φ(s), s P

[0, 1], 使得

S(s) = Inv(由 φ(S) 决定的B(R)) Ă IntB(R), s P [0, 1]

则 I(S(0)) » I(S(1))

此时让 φ(0) 为 l + pµ
1

λ , 可以形变为 φ(1), 定义为 l + pµλ 的流与 V µ1

µ 上
的线性流 l 的直和, 这样我们就得到了

Iµ
1

λ = I(S(0)) = I(S(1)) = Iµλ ^ Iµ
1

µ (l)
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这里 Iµ
1

µ (l) 是 V µ1

µ 上线性流 ẋ = ´l(x) 的 Conley index.
由于 l 在 V µ1

µ 上只有正的特征值, 推出

Iµ
1

µ (l) = S(Morse index) = S0

故 Iµ
1

λ = Iµλ , µ, µ
1 " 0.

另一方面, 当变化负特征值的界限 λ 时,Conley index 为

Iµλ1 = Iµλ ^ Iλλ1(l)

其中 Iλλ1(l) = S|λ´λ1| 因此偏移量就是 V 0
λ 的维数, 即

H̃S1

˚+dimV 0
λ
(Iµλ )

当 µ " 0 " λ 时, 它与 λ, µ 的取值无关. 取 Pin(2) 时的结论是相同的.
为了说明 SWFH 是一个拓扑不变量, 我们还应该证明它与黎曼度量 g

的选取无关. 取定 µ, λ, 当 g 扰动时, 如从 g0 连续变化为 g1,V 0
λ 的维数不发

生改变, 然而,V 0
λ 的维数可能会发生改变, 这个改变由线性算子 l 的“谱流

(spectral flow)”决定, 即带符号地计数随 g 变化时越过零点的特征值个数.
对于线性部分 l = (˚d, /B), 由于 H1 = 0,故 ˚d没有零特征值.然而 /B 有

谱流. 选取自旋 4 维流形 W , 以 (Y, g) 为边界, 然后在边界上添加一个圆柱
形边缘, 即 W 4 YY Y ˆ [0, 1] 则 /B 的谱流由下面的公式决定

SF (/B) = n(Y, g0) ´ n(Y, g1)

= 2 index(/B)on Y ˆ [0, 1]

这里 index(/B) = ker /B ´ coker/B 表示 /B 的 Atiyah-Singer index.

n(Y, g) = ´2 (indexC( /DW ) +
σ(W )

8
) P 2Z

故 n(Y, g) ” 2µ mod 4

这样我们最终得到了

SWFHS1

˚ (Y ) := H̃S1

˚+dimV 0
λ ´n(Y,g)(I

µ
λ )

以及
SWFH

Pin(2)
˚ (Y ;F) := H̃

Pin(2)
˚+dimV 0

λ ´n(Y,g)
(Iµλ ;F)

是 Y 的拓扑不变量.
类似地也可以构造推广的同调论, 比如 K-理论的 K

Pin(2)
˚ , 或者 Borel

同调 H̃G
˚ ,G 取为任意的 Pin(2) 的子群.
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6.3.6 Seiberg-Witten Floer 稳定同伦型

事实上, 以上的构造还可以得到一个比同调群更强的不变量, 即 Pin(2)
等变的稳定同伦型 SWF . 我们后面会说明它与 SWFH 的关系.

定义 13. 不要求等变, 一个 suspension 谱是 (X,n), 其中 X 是拓扑空间,
n P Z. 我们认为 (X,n) 是 X 形式上 de-suspension n 次, 即

(X,n) = Σ´nX

而 X 的 n 次 suspension 为

ΣnX = Sn ^X.

令 [X,Y ] 表示有向映射的同伦类, 则我们可以定义一个范畴, 它的对象
和态射为

Obj = (X,n)

Mor = [(X,n), (Y,m)] =

$

’

&

’

%

lim
NÑ8
N´nPZ

[ΣN´nX,ΣN´nY ], m´ n P Z

0 m´ n R Z

我们可以类似地定义 Pin(2) 等变的 suspension 谱.
由于 Pin(2) 可以视作两个对称的 S1 通过反射 j 联系,因此它有如下的

不可约表示
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

R 平凡作用

R̃

$

&

%

j 乘 ´1 作用

S1 平凡作用

H Pin(2)左乘作用

因此 Pin(2) 等变的 suspension 谱是一个四元组 (X,nR, nR̃, nH)

而 V 的有限维逼近可以分解为

V µ
λ – R̃a ‘ Hb

其中 R̃ 作符号表示的分量,H 作旋量表示的分量.
因此我们定义 Y 的 Seiberg-Witten Floer 等变谱为

SWF (Y ) := ΣH
n(Y,g)

4 Σ´V 0
λ Iµλ
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其中对于一个群 G 表示的线性空间 V , ΣVX = X ^ SV , 其中 SV 表示
V 的一点紧致化, 它上面自然地有一个 G 作用, 故 ΣVX 上也有一个自然的
G 作用.
它满足

HPin(2)(SWF (Y );F) = SWFHPin(2)(Y ;F).

6.3.7 同调配边不变量 α, β, γ

我们将利用 SWFHPin(2)(Y ;F) 来构造映射 β : ΘH
3 Ñ Z, 满足

1. β(´Y ) = ´β(Y )

2. β(Y ) ” µ(Y ) mod 2

在此过程中还将得到另外两个映射 α, γ : ΘH
3 Ñ Z

我们在 KM 构造的过程中提到了 Borel 同调群 H
Pin(2)
˚ (X), 它可以视

作上同调环 (为 Borel 上同调) H˚
Pin(2)(pt) = H˚(BPin(2)) – F[v, q]/(q3) ,

下面我们将给出完整的证明：对于 Pin(2) Ă SU(2), 含入映射 i 诱导了纤维
化

Pin(2) SU(2)

RP2

i

ψ

这里 ψ 是 Hopf 纤维化与 S2 上对合变换的商映射 (如对径映射). 这个
纤维化继续诱导了另一个纤维化：

RP2 BPin(2)

BSU(2) = HP8

RP2 的上同调环由生成元 q 生成, 其作用如图示

F F F
q q

BSU(2) = HP8 的上同调环由生成元 v 生成, 其作用如图示

F 0 0 0 F 0 0 0 F ¨ ¨ ¨

v v
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因此由以上纤维化的 Leray-Serre 谱序列可知, BPin(2) 形如

F F F 0 F F F 0 ¨ ¨ ¨

v

q

v

q

v

q q

因此我们就得到了同构 H˚(BPin(2)) – F[v, q]/(q3), 这里 deg v =

4, deg q = 1

所以这个上同调环在下同调分次群上作用的度数为 deg g = ´1, deg v =

´4.
现在我们要导出下同调分次群序列中的三个“tower”：
以 (Iµλ )

S1

记 Iµλ 在 S1 Ă Pin(2) 作用下的不动点集, 其中包含了可约
locus t(a, ϕ)

ˇ

ˇϕ = 0u 中的点.
在这个 locus 上, SW 产生一个由 ˚da 决定的线性流.
故在此观点下, (Iµλ )S

1

= SdimV 0
λ 是一个球面

又由于
SWF (Y ) := ΣHn(Y,g)

4 Σ´V 0
λ Iµλ

因此
(SWF (Y ))S

1

= Sn(Y,g)

直观上, SWF (Y ) 由可约部分 Sn(Y,g) 和一些自由胞腔组成的不可约部
分构成. 这样我们就有

球面 Ă SWF (F ) Ñ SWF (Y )/球面 ö Pin(2)自由作用

因此
SWFH

Pin(2)
˚ (Y ;F) = H̃

Pin(2)
˚ (SWF (Y );F)

是 F[q, v]/(q3) 上的模.
对于等变上同调环, 由局部化定理, 得到

V ´1H̃˚
Pin(2)(SWF (Y );F) = V ´1H̃˚

Pin(2)(S
n(Y,g);F)

注意到 H̃˚
Pin(2)(S

n(Y,g);F) = H˚´n(Y,g)(BPin(2);F)
由于这里的同调和上同调都是取域系数的, 故 Borel 同调就是 Borel 上

同调的对偶. 此外, 我们可以按 Borel 下同调来应用局部化定理, 这样我们就
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得到了 SWFH
Pin(2)
˚ 的复形结构, 即 Conley index 的等变胞腔结构, 形式如

下：

...

F

0 F

F F

F F F

F F

0

F

F

F

v

q

v

q

q

v

q

q

v

q

q

其中有限的部分可以是任意维的向量空间, 可以通过 v, q 作用连接, 或
者 B 连接；另外存在一条无穷长的同调序列, 由三条无穷长的 v 作用的
tower 构成. 无穷维部分对应 SWF (Y ) 的 S1 作用不动点集, 有限部分对应
自由胞腔.
由于 (SWF (Y ))S

1

= Sn(Y,g), 且 n(Y, g) ” 2µ mod 4, 可知,

• 从下往上的第一个塔上的所有群的次数为 2µ mod 4

• 第二个塔上的所有群的次数为 2µ+ 1 mod 4

• 第三个塔上的所有群的次数为 2µ+ 2 mod 4

现在取三个塔的最低次数依次为 A,B,C P Z, 则可构造

α =
A

2
, β =

B ´ 1

2
, γ =

C ´ 2

2

是 Y 的不变量, 且 α, β, γ ” µ mod 2

此外, 由模的结构 (即 q 不能映 0 元为非 0 元), 必有 α ě β ě γ.
接下来我们证明, 它们的确是同调配边不变量.
设 W 4 是一个光滑定向的 spin(4) 配边,b1(W ) = 0, 且 BW = (´Y0) Y

Y1(在我们实际的应用上,只关心 Y0, Y1 是同调球的情况), 考虑 W 上的 SW
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方程, 并且做解空间上的有限维逼近, 我们会得到类似于 3 维时的结论, 最
后的结果是, 我们将得到两个 suspension 谱之间的稳定等变映射

ΨW : ΣmHSWF (Y0) Ñ ΣnR̃SWF (Y1)

这里 mH 是 m 个四元数型表示的直积,nR̃ 表示 n 个符号表示的直积.
并且

m =
´σ(W )

9
= index( /D), n = b+2 (W ) = index(d+)

现在, 当 W 是同调球 Y0, Y1 间的同调配边时,W 上存在唯一的 spin(4)

结构, 且 b1(W ) = 0, m = n = 0. 令 FW 是 Pin(2) 等变 SWFH 之间的由
ΨW 诱导的模同态, 形如

...
...

F F

F F

F F

0 0

F F

F F

F F

0 0

Y0 Y1

v

FW

v

v v

v v

由等变的局部化可知, 当 k " 0 时, FW 是同构, 且 FW 是一个模映射,
即有交换图表

F F

F F

FW

v v

FW

因此, 必然有

α(Y1) ě α(Y0)

β(Y1) ě β(Y0)

γ(Y1) ě γ(Y0)
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由 SWFH(Y1) 到 SWFH(Y0) 的模映射, 则可得到另一个方向的不等号, 因
此我们有

α(Y1) = α(Y0)

β(Y1) = β(Y0)

γ(Y1) = γ(Y0)

这就说明了 α, β, γ 是同调配边不变量.

6.3.8 对偶性

到现在我们证明了 β 是一个 mod 2 等于 µ 的同调配边不变量, 距离
我们需要的不变量还有一步之遥, 就是它应该满足 β(´Y ) = ´β(Y ).

为此我们关心 3 维同调球 (Y, g) 定向反转, 变为 (´Y, g) 时导致的拓扑
不变量 SWFH 发生的变化. 此时 Sieberg-Witten 方程决定的流线方程发生
变化

ẋ = ´SW (x(t))⇝ ẋ = SW (x(t))

对于 V 的有限维逼近 V µ
λ , 定向反转前后对应了对构造 Conley index

的空间偶,(N,L+) 和 (N,L´), 使得 N 是 V µ
λ 的余 0 维子流形, 且

L+ Y L´ = BN, BL+ = BL´ = L+ X L´

由于存在嵌入 X Ă V µ
λ ˆ R = Rn+1 , 使得

X » N/L+, Rd+1 ´X » N/L´

再由 Alexander 对偶定理, 就得到了

H̃˚(N/L+) = H̃d´˚(N/L´) (7)

这里 d = dim(V µ
λ ) = dim(N).

然而, 在 G 等变的 SWFH 中, 我们需要一个类似于 7的结论. 在此之
前我们先介绍一个弱一点的稳定同伦版本的对偶同构定理, 称为 Spanier-
Whitehead 对偶.
先不要求等变, 考虑一个 suspension 谱, 即拓扑空间 X 的形式上的

suspension:
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Z = (X, k) = Σ´kX

且存在嵌入 X ãÑ SN , N " 0

定义 14. Σ´kX 的 Spanier-Whitehead 对偶为

D(Σ´kX) := Σk(Σ´(N´1)(SN ´X))

由定义可知,D(Sk) = S´k = (S0, k), 且对于 suspension 谱中的两个元
素 Z,W,D 与 wedge product 和 smash product 是交换的, 即 D(Z _W) =

D(Z _D(W), D(Z ^W ) = D(Z) ^D(W), 由 Alexander 对偶, 得到

H̃k(Z) = H̃´k(D(Z))

对于等变的情况, 有类似的等变 Spanier-Whitehead 对偶

定义 15. G 是一个李群,X 是 G-空间, W 是 G 的表示, 对于 G 的某个表
示 V , 有嵌入映射 X ãÑ V +, 则 Σ´WX 上的 Spanier-Whitehead 对偶为

D(Σ´WX) := ΣW (Σ´VΣR(V + ´X)).

对于前面提到的 V µ
λ 的两个定向相反的 Conley index 空间偶, 它们

各自产生 Y 和 ´Y 的 Seiberg-Witten Floer 谱, 满足 Pin(2) 等变的对偶
D(SWF (Y )) = SWF (´Y )

然而, 对于等变的情况, 对偶空间的 SWFH H̃G
˚ (Z) 和 H̃´˚

G (DZ) 可能
不同构. 这是因为前者的下同调只在正方向有无穷次非平凡分次群, 而后者
只在负方向有无穷次非平凡分次群.
为此, 我们需要引入 co-Borel 同调的概念 (而非 Borel 同调的对偶上同

调)

定义 16. 等变 suspension 谱的 co-Borel 同调定义为

cH̃G
˚ (Z) = H̃´˚

G (DZ)

这里 Z = Σ´VX

Borel 同调和 co-Borel 同调之间由 Tate 同调建立起联系

定义 17. Z = Σ´VX 的 Tate 同调为

tH̃G
˚ (Z) = cH̃G

˚ (ĄEG^ Z)

这里 ĄEG 是 EG 的 unreduced suspension
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Tate 同调的重要性质是

tH̃G
˚ (Z) = 0, 若 G 在 Z 上自由作用

后面我们会用这个性质来化简 Tate同调,只留下 G作用的不动点上的同调.
另外,Borel, co-Borel, Tate 同调之间满足 Tate-Swan 正合列

¨ ¨ ¨ Ñ H̃G
n´dimG(Z) Ñ cH̃G

n (Z) Ñ tH̃G
n (Z) Ñ H̃G

n´dimG´1(Z) Ñ ¨ ¨ ¨

当 G = S1, Z = SWF (Y ),Y 为同调球时,

tH̃S1

˚ (Z) = tH̃S1

˚ (Z上 S1 作用的不动点集) = tH̃S1

˚ (球面) = Z[U,U´1]

这里 degU = ´2

类似地, 当 G = Pin(2) 时, 有

tH̃
Pin(2)
˚ (SWF (Y );F) = tH̃

Pin(2)
˚ (S1 作用的不动点集;F) = tH̃

Pin(2)
˚ (球面) = F[q, v, v´1]/(q3)

回顾 co-Borel 同调的定义, 以及 D(SWF (Y )) = SWF (´Y ), 我们有
cH̃

Pin(2)
˚ (SWF (Y );F) = H̃´˚

Pin(2)(SWF (´Y );F), 将其放入 Tate-Swan 正合
列中, 就得到了

¨ ¨ ¨ Ñ H̃
Pin(2)
n´2 (SWF (Y );F) Ñ H̃´n

Pin(2)(SWF (´Y );F) Ñ

tH̃Pin(2)
n (SWF (Y );F) Ñ H̃

Pin(2)
n´3 (SWF (Y );F) Ñ ¨ ¨ ¨

因此,SWFH(Y ) 中从下而上的第 1 个塔中次数为 n ´ 2 的元素, 对应
SWFH(´Y ) 的上同调的从上而下的第 3 个塔中次数为 ´n 的元素, 进而对
应 SWFH(´Y )从下而上的第 3个塔中次数为 ´n的元素.同理,SWFH(Y )

中从下而上的第 2 个塔, 对应 SWFH(´Y ) 从下而上的第 2 个塔, 对应
元素的次数由 n ´ 2 变为 ´n；SWFH(Y ) 中从下而上的第 3 个塔, 对应
SWFH(´Y ) 从下而上的第 1 个塔, 对应元素的次数由 n´ 2 变为 ´n.

因此我们就得到了

γ(´Y ) = ´α(Y )

β(´Y ) = ´β(Y )

α(´Y ) = ´γ(Y )
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7 4 维拓扑及规范场论的应用

2 维拓扑闭流形的可以通过三角剖分和计算同调群实现完全的分类；3
维拓扑闭流形上有唯一的光滑结构，在上世纪 80 年代，Thurston 提出几何
化猜想，直到 21 世纪初被 Perelman 证明，也能实现几何上的分类。

然而，4 维闭流形的分类更为困难。一方面有很多 4 维拓扑流形不存在
光滑结构，另一方面，即便是在光滑范畴下，也无法实现分类。

定理 12 (Markov[Mar58]). 不存在一种能够区分两个 4 维闭流形是否光滑
同胚的算法。

这是因为 4 维光滑流形 X4 的基本群 π1(X) 可以实现为任意的有限展
示群 G = xS|Ry, S 为生成元集，R 为关系集。然而，Adyan 和 Rubin 在
1955 年证明了不存在确定一个有限展示群是否是平凡群的算法，因此无法
实现有限展示群的分类，也就无法实现 4 维光滑流形的分类。
如果我们回避基本群的复杂性造成的分类障碍，比如考虑单连通的流

形，即所有基本群平凡 π1 = 0 的流形，就能得到很丰富的结论。
对于闭的单连通定向 4 维流形 X ，它的 H0 = Z, π1 = 0，由 Hurewicz

定理，得到 H1 = 0，再由万有系数定理和 Poincaré 对偶，可知 H4 = Z,
H3 = 0，H2 = Zb，b ě 0。
因此，借助 H2 生成元的对偶配对，我们可以定义一个对称的双线性的

“相交形式”

QX : Zb ˆ Zb Ñ Z

(ξ, η) ÞÑ xξ,D(η)y

其中 D : H2(X) Ñ H2(X) 是 Poincaré 对偶同构。
由对偶配对性，可知 QX 的矩阵行列式是 ˘1。即 QX 是一个幺模。
早在四五十年代，数学家就证明了相交形式能实现 4 维流形在同伦意

义下的分类

定理 13. 令 X 是闭的单连通定向 4 维流形，则相交形式 QX 决定了 X 的
同伦型。

接下来我们希望了解哪些幺模对称二次型能够实现为某个拓扑 4 维流
形或光滑 4 维流形的相交形式。
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线性代数的二次型理论告诉我们，在 R上，QX 合同为mx1y‘nx´1y，记
b+2 (X) = m, b´

2 (X) = n，即正负惯性指数，那么相交形式的符号差 σ(X) =

b+2 (X) ´ b´
2 (X)，显然欧拉示性数 χ(X) = 2 + b2(X) = 2 + b+2 (X) + b´

2 (X)

在 Z 上，对称幺模双线性型即可被分为“定型”（正定 m = 0 或负
定 n = 0）与“不定型”(m,n ą 0)，也可被分为偶型与奇型。若 @x P Z,
QX(x, x) 是偶数，则称 QX 是偶型，否则称为奇型。
不定型在代数上有完全的分类。奇不定型合同于 mx1y‘nx´1y, m,n ą

0, 偶不定型形如 p

(
0 1

1 0

)
‘ qE8, p ą 0, q P Z

这里 E8 的矩阵可以记作

´2 1 0 0 0 0 0 0

1 ´2 1 0 0 0 0 0

0 1 ´2 1 0 0 0 0

0 0 1 ´2 1 0 0 0

0 0 0 1 ´2 1 0 1

0 0 0 0 1 ´2 1 0

0 0 0 0 0 1 ´2 0

0 0 0 0 1 0 0 ´2


然而，定型的幺模双线性型没有直接的分类。像 nx1y 是可对角化的例

子，E8, E8 ‘ E8，D+
16, Leech lattice 等是不可对角化的例子。

另一个代数上的结果是，如果 QX 是偶型，那么它的符号差一定被 8

整除。第一个对相交形式做限制的非平凡的重要定理，是 Rokhlin 在 1952
年给出的

定理 14. 若 X 是一个闭的，自旋光滑 4 维流形 (例如单连通且 QX 是偶
型的流形)，那么 X 的符号差被 16 整除。

由这个定理立马就得到一个推论：由于 E8 的符号差是 8，因此 E8 不
能实现为某个闭的单连通定向光滑 4 维流形的相交形式。
由于定理给的是一个必要条件，我们不能用它来判断 E8 ‘ E8 能否实

现为某个光滑 4 维流形的相交形式。
事实上，相交形式不仅能实现同伦分类，如定理13；Freedman 在 1982

年给出了一系列更强的结论：
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定理 15 (Freedman[Fre82]). • 对任意的幺模对称双线性型 Q，存在一
个单连通的闭拓扑 4 维流形 X，使得 QX – Q；

• 若 Q 是偶形式，则相应的流形 X 在同胚意义下是唯一的；

• 若 Q 是奇形式，则恰好有两个相应同胚型，且至多有一个是可光滑化
的。

这不但说明了所有幺模对称二次型都可实现为某个单连通闭 4 维流形
的相交形式，还给出了它们的分类。
例如，存在 4 维单连通闭流形 ME8

，相交形式是 E8，由 Rokhlin 定理，
它就不存在光滑结构。
再例如，光滑流形 CP2 的相交形式是奇型 x1y，因此存在一个“伪”2

维复射影平面，记作 ˚CP2，它是不存在光滑结构的，与 CP2 不同胚。由定
理13可知，它同伦等价于 CP2。
由于 4 维同伦球的相交形式平凡，是偶形式，因此 Freedman 的定理直

接推得了 4 维的拓扑 Poincaré 猜想：4 维同伦球同胚于 4 维球面。
从 1970 年代开始，数学家们在 4 维拓扑的研究中引入了规范场论的工

具，其中 Donaldson在 1983年给出了一个震惊数学界的应用，即 Donaldson
的可对角化定理：

定理 16 (Donaldson[Don83]). 若闭的光滑单连通的 4 维流形的相交形式
QX 是定型，那么 QX – nx1y, n P Z。

通过这个定理，我们不但能说明 E8 不能实现为光滑 4 维流形的相交形
式，还能说明 E8 ‘ E8 也不能。即 ME8

#ME8
不存在光滑结构。

另一个 4 维拓扑的重要结论是 R4 上存在怪异的光滑结构。一种构造方
式是取 X = CP2#9CP2，则 QX = x1y‘9x´1y = (´E8)‘x´1y‘x1y，取 α

作为最后一个 x1y 的生成元，由 Freedman 的定理可知存在 Σ – S2 代表 α，
且由 Donaldson 的可对角化定理，Σ – S2 不是光滑的 (否则 (´E8) ‘ x1y

不可对角化，但它表示的流形也是光滑的，矛盾)。取 U 是 Σ 的邻域，则 U

可嵌入 CP2，于是 CP2zΣ – B4，同胚但不微分同胚于 R4

基于这种想法，Gompf证明了 R4由无穷多种光滑结构 [Gom85]，Taubes
证明了是不可数无穷 [Tau87]。
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8 Poincaré 猜想

最后我们介绍一下 Poncaré 猜想. 这是推动着几何拓扑学发展的另一个
非常重要的问题. 它的研究路径和三角剖分猜想类似, 也是分范畴、分维数
进行的；有意思的是,3 维三角剖分问题很早解决了, 而 3 维 Poncaré 猜想
在本世纪才由 Perelman 解决；光滑的三角剖分问题很早被证明了, 但光滑
Poncaré 猜想还悬而未决, 即不同维度上怪球的存在性问题, 尤其 4 维怪球
的存在性, 是高度开放的问题.
在 1904 年,Poincaré 提出猜想：

猜想 4 (Poincaré 猜想). 设 M 是一个闭的三维流形. 若 M 是单连通的, 则
M 同胚于 S3.

一个世纪以来, 这个猜想悬而未决. 但人们转而研究 Poincaré 猜想在其
它维数的类比, 即广义 Poncaré 猜想. 这在 n ě 4 时都是正确的.

定理 17 (广义 Poincaré 猜想). 设 M 是闭的 n 维流形, 若 M 同伦等价于
Sn, 则 M 同胚于 Sn.

由于一个闭的三维流形是单连通的当且仅当其同伦等价于 S3(我们在
本节末尾给一个简短的证明), 广义 Poincaré 猜想在 n = 3 时就是原始的
Poincaré 猜想.

1. n = 1 时, 正确, 因为闭曲线一定同胚于 S1；

2. n = 2 时, 正确, 由闭曲面分类定理, 单连通的闭曲面一定是 S2；

3. n = 3 时, 正确,2003 年,Perelman 利用 Ricci flow 证明了 Thurston 的
几何化猜想 (即任何三维闭流形均可沿二维球面分解成若干块, 每块赋
予八中齐性几何结构之一；由于单连通的闭流形不可分解,只能具有球
面几何, 即 S3), 从而解决了 Poincaré 猜想；

4. n = 4 时, 正确,1982 年,Freedman 发展了 4 维流形的拓扑 h-配边理论,
结合 4 维流形的相交形式的结论，可以给出证明；（光滑 h 配边理论
只能用在 n ě 5）

5. n ě 5 时, 正确,1961 年 Smale 利用 h-配边理论给出了证明，不过其中
n = 5 时需要利用 Freedman 的拓扑 h-配边理论.
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猜想 5 (光滑 Poincaré 猜想). 设 M 是闭的 n 维流形, 若 M 同伦等价于
Sn, 则 M 微分同胚于 Sn.

关于光滑 Poincaré 猜想的综述, 可以参考王国祯的文章 [WX17].
在足够高的维数上, 奇数维的球面都存在怪异的光滑结构, 即：有唯一

光滑结构的奇数维球面只有 S1, S3, S5, S61.
偶数有超过一半的维数被证明存在怪球；剩余的偶数维人们也猜想是

存在的 [BMQ23].
且有猜想：

猜想 6. 对于大于 4 维的球面, 有唯一光滑结构的只有 S5, S6, S12, S56,
S61.

目前怪球论的研究进展很快, 人们相信这个猜想是正确的.
对于 4 维怪球的存在性问题, 虽然是高度开放的, 人们也倾向于认为 4

维怪球是存在的. 因为我们已经发现了 4 维空间存在“狂野”的性质：比方
说 R4 有无穷个互不微分同胚的光滑结构.

猜想 7 (P.L. Poincaré 猜想). 设 M 是闭的 n 维流形, 若 M 同伦等价于
Sn, 则 MP.L. 同胚于 Sn.

P.L.Poncaré 猜想除了 4 维都被解决了, 即 n ‰ 5 时的 P.L. Poincaré
猜想均正确 [Buo0s]. 由于 n ď 6 光滑结构与 P.L. 结构等价, 4 维的
P.L.Poncaré 猜想就相当于 4 维怪球的存在性问题.

命题 1. M3 是闭的三维流形, 则 M 是单连通的 ðñ M 同伦等价于 S3.

证明. ð：π1(M) = π1(S
3) = 0, 故 M 单连通；

ñ：若M 单连通,则它的连通定向覆盖是平凡覆盖,也就是说M 为定向
流形, 故 H3(M) = 0; 另外由于 H1(M) 是 π1(M) 的交换化, 故 π1(M) = 0

推出 H1(M) = 0 , 再由万有系数定理, H1(M) = 0, 再由 Poincaré 对
偶,H2(M) – H1(M) = 0, 再由 Hurewicz 定理, π2(M) – H2(M) = 0, 进而
π3(M) – H3(M) – Z. 这意味着 π3(M) 的一个生成元可以由映射度为 1 的
映射 S3 Ñ M 决定, 诱导了 H3 与 π3 的同构. 进而存在一个由 S3 到 M 的
单连通单纯复形的映射, 诱导了所有同调群的同构, 再由 Whitehead 定理,
可知这个映射是同伦等价的.

命题的必要性的思路来自于 [Hat04].
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